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1. Inleiding 
In de maattheorie ontmoet men o.a. het probleem van de generalisa-
tie van het begrip "lengte van een interval". Men tracht daarbij te 
komen tot een algemene notie "maat van een puntverzameling". 
Men zal het er op grond van intuitieve ·overwegingen wel over eens kunnen 
worden dat zo'n algemeen maatbegrip aan bijvoorbeeld de volgende eisen 
zal moeten voldoen: 
1. Als A een verzameling is met maat m(A), dan moet m{A) een reeel getal 
~ 0 zijn. 
2. Als A1 en A2 verzamelingen zijn zodanig dat A1 c. A2 dan moet 
m(A1) ~ m(A2). J• Als de verzamelingen A1 en A2 disjunct zijn dan moet gelden 
m(A1u A2 ) = m(A1) + m(A2). 
4. De maat van een interval [a,b] met a~ b moet gelijk zijn aan b - a. 
In het bijzonder: de maat van een verzameling bestaande uit een 
punt moet O zijn. 
Met betrekking tot deze zeer voor de hand liggende eisen moet wor-
den opgemerkt dat het niet mogelijk is op de reele rechte lR een maat-
begrip in te voeren zodanig dat aan elke deelverzameling A·vanlR een 
reeel getal m(A) wordt toegevoegd, terwijl bovendien aan alle boven-
staande eisen wordt voldaan. Toch behoef't men zich hierdoor niet te 
laten ontmoedigen. Het zal blijken dat het wel mogelijk is op een zeer 
uitgebreide klasse van deelverzamelingen van~ een maat te detinieren 
die aan bovengenoemde vier eisen voldoet. Meer nog: men kan eis J daar-
bij nog verscherpen tot: 
,WO . • •• 
.L.• Als A1, A2, A3, ••• een af'te:l.bare rJ.J paarsgewijs disjuncte deel .. 
verzamelingen van AR is, dan moet gelden 
co . 





Het zo verkregen maatbegrip "opfE" zullen we de Lebesguemaat op~ 
noemen. 
Vooral de modificatie 3* van eis l heeft uiterst belangrijke consequenties 
voor de analyse. Het begrip "Lebesguemaat" geeft namelijk aanleiding tot 
een integraalbegrip dat in menig opzicht algemener is dan het welbekende 
integraalbegrip van Riemann. Voor Lebesgue-integralen geldt bijvoorbeeld: 
Indien r 1, f 2 , r3 , ••• een rij integreerbare funkties is op het interval 
[0,1} zodanig dat lim fn(x) = f(x) voor elke xG(0,1], dan is de (punts-
n-+<io 
gewijze) limietfunktie f{x) ook integreerbaar op [0,1] als bovendien 
bekend is voor alle x ~ [o, 1] en alle natuurlijke getallen n dat. geldt 
lfn(x)I < M. De lezer geve zelf een voorbeeld waaruit blijkt dat boven-
staande bewering niet juist is voor Riemannintegralen. 
In dit colloquium zullen we ons evenwel niet speciaal bezighouden 
met de introductie van een maat oplR, maar zullen trachten een stuk 
algemene maattheorie op te bouwen die dan op bijzondere gevallen kan 
worden toegepast. 
Alvorens hiertoe over te gaan, geven we nog een k~rte recapitulatie 
van enige verzamelingstheoretische begrippen en stellingen waarvan in 
het vervolg van dit colloquium veelvuldig gebruik zal worden gemaakt. 
2. Verzamelingsleer 
Def. 2.1 a) Zij {A} een collectie verzamelingen (waarbij peen niet-P p 
lege en niet noodzakelijk aftelbare indexverza.meling doorloopt), dan is 
de vereniging van deze verzamelingen, notatie U A , de verzameling 
p p 
van die elementen x die tot minstens een der verzamelingen A behoort. 
. p 
b) De doorsnede van de verzamelingen uit bovengenoemde collectie, notatie 
() A, is de verz~eling van die elementen x, die tot ieder van de p p 
verzamelingen A behoort. p . 
Def. 2.2. Een verzameling A is bevat in een verzameling B, notatie AGB, 
indien ieder element van A ook element is van B. 
Een verzameling A omvat een verzameling B, notatie A :>B, indien BCA. 
Als de verzamelingen A en B voldoen aa.n A CB en Bc::A, dan heten A en B 
iel'ijk* note.tie A= B. 
'"" . 
3 
Def. 2,3. De lege verzameling, notatie ¢, is de verzameling die geen 
enkel element bevat. 
Opmerking. Voor iedere verzameling A geldt: 0 CA. 
Def. 2.4. De verz~elingen A eri B heten disjunct, indien An B = ¢. 
Stelling 2.1. De bewerkingen u en n zijn associatief en commutatief. 
Opm. Dat A u B = .B v A en A v (B v C) = (A VB) U C volgt direkt uit de 
definitie van u. Evenzo voor de doorsnede. Gana • 
. Stelling 2.2. Als A en {AP}P deelverzamelingen zijn van een verz.ameling 
X, dan geldt 
A n ( U A ) = U (A n A } • p p p p 
A v ( [\ A ) = 0 (A u A ) • p p p p 
Het bewijs volgt onmiddellijk uit de definities. 
Def'. 2. 5. Het complement ( in X) van een deel verzameling A van X, notatie 
Ac, is de verzameling van die elementen van X, die geen element zijn van 
A. 
Def. 2.6. Zij A en B deelverzamelingen van X, dan is het verschil van A 
. en B, notatie A\ B, de verzameling van die elementen van A die geen 
element zijn van B. 
Opgave. Bewijs 
1) A\ B 
2) ( U A )c = (\ Ac p p p p' 
3) ( f\ A )c =U Ac. 
·rt p p p 
Def. 2.7. Het symmetrisch verschil A AB van twee verzamelingen A en B 
is gedefinieerd door 
A A B = (A\ B) u (B \A). 
00 
Def. 2.8. Zij {A
0
}n=l een rij deelverzamelingen van X, den.is de.limes 
. 00 
superior van de rij {A} _1 de verzameling van die elementen van· X, die · . n n- • 





De limes inferior van de rij {An}n=i' notatie lim inf An' is de ver-
za.meling van die elementen x van X waarvoor geldt 
3 n zodat x s A voor n ~ n • 
X n X 
. 00 
Indien lim inf An= lim sup An dan heet de rij {An}n=l convergent. 
Opgaven. 1. Bewijs An (B 6 C) =(An B) 6 (An C). 
Is ook A 6 (Bu C) = (A 6 B) u (A 6 C)? 
2. Ac t:,. Bc = A 6 B en A 6 (B 6 C) = (A 6 B). 6 C. Ga na. 
3. Gana dat voor iedere rij verza.melingen {An}n:l in X 
lim inf A en lim sup A bestaan. 
n n 
4. Bewijs dat lim sup A 
n 
lim inf A 
n 
00 00 
= n u J\, 
n=1 k=n 
00 00 
= u n ~, 
n=1 k=n 
lim inf A Clim sup A. 
n n 
5. Bepaal lim sup An en lim inf Ali indien 
a) A + 1 C A voor alle n ~ 1 ; n n . 
b) An C An+i voor alle n ~ .1. 
Stelling 2.3. Zij {En}n:, een gegeven collectie deelverza.melingen van X, 
• 00 dan is U En te schrijven als vereniging van paarsgewijs disjuncte deel-
n=1 . 
verza.melingen. 
Bewijs. Definieer F 1 = E1, 
Dan is F. n F. = 




Fn+1 = En+1 ·' 
r6 voor i + j. 












x e U E -+ :l n1 met x e. E • Zij n2 = min {n. I 1 < n., < n1}. n n1 ·l. - l. -n=1 
00 
xeE ~xsE a+xsF -.xGUF. 
n1 n2 n2 n=1 n 
Hiermee is de bewering bewezen. 
Def. 2.9. Een ring R is een niet-lege klasse van deelverzamelingen van 
X zodanig dit geldt 
E, F e R ~ E u F € R en E ' F e R •. 
Voorbeelden. 
1. De powerset<J(X} van X, d.i. de collectie van alle deelverzamelingen 
van X, is een ring. 
2. De collectie van alle eindige verenigingen van rechts open en links 
gesloten intervallen op de reele rechte is een ring. 
l• De collectie bestaande uit alleen de lege verzameling, is een ring. 
Eigenschappen van een ring. 
1. Daar R niet leeg is, is er een verzameling A 6 R; daarmee is ook de 
verzameling A, A= 0 SR. 
2. Bovendien is daar we E nF kunnen schrijven als ve~schil van elementen 
van R, nl. 
E t"\ F = (E U F) , { (E \ F} U (F '\ E}}, 
ook E OF e R. 
· 3. Met volledige inductie bewijst men 
n 
indien E. € R, i = 1, 2, •• ., n, dan is U E. e R. 
1 i=1 1 n 
Analoog is ook (\ E. 6 R. 
i=1 1 
4. Zij {Ra}a een collectie ringen, 
hierbij op dat !R. niet leeg is , 
dan is C}l. = (\ R een ring. We mer ken 
a a 




St~lling 2.4. Zij -@, een collectie deelverzamelingen van X, dan is er 
I 
een unieke ring1t,0 zoda.t '& c ~ 0 en voor iedere ring R met l c R geldt 
'.Jt0 C R. 
Opmerking. De ring'l,0 beet wel de ring gegenereerd door~, en wordt 
genoteerd door R(t). 
Bewij s. Beschouw de collectie {Ra} a van a.lle ringen die -f, omva.tten; 
deze is niet leeg wa.ntP (X) € {Ra} a• Dan is volgens eigenschap 4 
~ = 'J Ra weer een ring. Da.t?u0 voldoet a.an ~c'l,~ en a.an de eis dat 
voor alle R met 'f,c R geldy'l,0 c R is triviaa.l. De _uniciteit van'l.0 
bewijzen we a.ls volgt: 
Stel ':R.1 is een ring die ook a.an bovensta.ande eisen voldoet en ~ + 4lo. 
Da.n is R* ='Jl.1 o~ ook een ring. 
Da.ar tc'J\,, en tc'l\ is tc R*. 
* n * Dus geldt zowel ';t0 c R a.ls ~, c R • 
M. a.. w. enerzijds is"}..0 c R* c ~ en anderzijds'Jt1 G R* c'l.1 zodat 'Jt0 =').1• . 
Tegenspra.ak. 
Def. 2.10. Een a-ring Sis een ring, waarvoor geldt: 
E. e s, i = 1, 2, ••• ➔ U E. e s. 
l. . • 1 l. i=: 
Voorbeelden. 
1.'J)(X) is een a-ring. 
g_. De klasse van alle a:rtelba.re deelverzamelingen van de reele rechte 
is een a-ring. 
1• De kla.sse van alle begrensde deelverzamel.ingen van de reele rechte 
\ 
is wel een ring, doch geen a-ring. 
co 
Stelling 2.5 .. Als E. e s, i = 1 » 2, ••• , 
co l. 
dan is · () E. € s: 
i=1 · 1 




(*) n E. = E \ { U (E '\ E.)}. 
i=1 1 i=1 1 
De verzamelingen E \ Ei behoren tot S, dus ook 
. , 
Ui t ( *) vol.gt nu 
1 




Gevolg. Zij E. ES, i = 1, 2, ••• , da.n is lim sup E. '-S en lim inf E. 4c:S. 
i • i i 
co i 
Bewijs. Uit de schrijfwijze lim sup E. = (\ V ~ en stelling 2.5 1 i=1 k=1 
volgt de bewering voor lim sup onmiddellijk. 
Analoog voor ~im inf E .• 
i 
Def. 2.11. De a-ring s(-f) gegenereerd door een collectie verzamelingen 
£. is de doorsnede van alle a-ringen die ~ omvatten. 
Opmerking. Dat s{6) een ring is, is bewezen in eigensch!P 4. We -moeten 
nog nagaan dat als E,Gas(e), i = 19 2, ••• da.n is ook U E. 6S(t). 
i i=1 1 . 
Nu is E. ~ S (t) c. S voor iedere a-ring S die ~ omvat, dus 
i 
co co 
U E. 6 S voor iedere a-ring S die -t omvat , m. a. w. U E. & S (t) • 
i=1 i i=1 1 
Opgaven. 
6. Zij E een vaste deelverzameling van X. 
a. Zij ! de collectie verzamelingen bestaande uit alleen E, f;• {E}. 
Bepaal de ring die l genereerto 
b. Zij !de collectie verzamelingen die E omvatten, 
t = { F I F:> E} • 
Bepaal de ring en de a-ring die£ genereert. 
7. Zij-f de klasse van verzamelingen die precies twee punten van X 
bevatten; bepaal de ring en de a-ring die-£ genereert. 
8. Zij-{. een niet-lege klasse van verzamelingen in X, dan kan iedere 
verzameling ins(-(') worden overdekt door a:rtelbaar veel deelverzame• 
lingen uit ! . 
. " 
8 
Spreker: J.M. Geijsel 
3. Maat op een ring 
We noteren de reele rechte door ~ en definieren ii* = {R U( +a>) U (-w)}. 
* In R hebben we de volgende rekenregels, waarbij we a6Ul veronderstellen: 
a+ (+a>) = + w 
a + (-00) = - 00 
(+oo) + (+00) = + 00 
{-w) + (-00) = _ 00 





a < 0 
a= O 
= {-a)(+oo). 
·optelling en vermenigvuldiging in B,c- zijn commutatief. Vraag: is de 
optelling in~* ook associatief; en de vermenigvuldiging? 
Verder definieren we : 00 = 0 voor a~~, terwijl : niet gede:finieerd is 
in de gevallen .{ a 4UR, b = 0 
!al = lbl = 00 • 
Def. 3.1. Een additieve verzamelingsfunktie µ is een afbeelding van een 
deelcollectie { van fl(X) naar m*, waarvoor geldt: Als E1 ,E26 t , zo da.t 
E1 v1E2 '1·( en E1 t\E2 = {6, dan is µ{E1 UE2) = µ(E 1) + µ(E2). 
Def. 3.2. De verzamelingsfunktie.µ heet aftelbaar a.dditief indien voor 00 
iedere rij E1, E2 , .,. • ti'f zo dat U E.~, en E.J\ E. = {6, i '/: j II geldt: i=1 1 1 J 
00 00 
µ{ V E.) = l µ(E.). 
i=l 1 . i=1 1 
Def. 3.3. Een ~ op een ring R is een op R gedefinieerde niet-negatieve 
aftelba.a.r additieve verzamelingsfunk.tie µ, waa.rvoor geldt µ(9}) = o. 
Def. 3.4. Een maa.t µ op een ring R heet a-eindig indien er voor iedere 
verzameling E GR een rij verzamelingen E , n = 1 , 2, • • • in R bes to.at n I • 
zodanig dat 
c,o ' 
E c U E en µ ( En) < w, n = 1 , 2 11 • • .. .. 
n=1 n 
9 
Stelling 3.1. Indien µ een maat is op de ring R, en E,F verzamelingen 
zijn in R, zo dat E C.F, dan is µ(E) ~ µ(F). 
Bewij s • F = E «i ( F \ E) • 
F\ Eea.R, dus daar En(F \E) = 9J geldt: 
µ(F) = µ(E) + µ(F \E) ~ µ(E). 
In het vervolg is Reen ring met maat µ. 
Stelling 3.2. Als E1 ,E2 ~R zo dat E2 c E1 en µ{E2 ) < co. Dan is 
µ(E1 \ E2 ) = µ{E1) - µ(E2 ). 
Bewijs. E1 = E2 v (E1 \ E2 ) • 
Volgens de definitie vanµ is dus 
µ(E 1) = µ(E2 ) + µ(E 1 \ E2 ). 
Daar µ(E2 ) < co is µ(E 1 \ E2 ) = µ(E 1) - µ(E2 ). 
Stelling 3.3. Zijn E en En' n = 1, 2, ••• verzamelingen in R zo dat 
(I) 
E c U E , dan geldt : 
n=1 n 
00 
µ(E) ~ l µ(E ). 
n 
n=1 
Bewijs. Definieer de verzamelingen 
F = E f\E , 
n n 
G1 = F1 , 
Gn = F n \ (F 1 VF 2 U • • • VF ) , n > 2 • n -
Dit zijn verzamelingen in R en G C.F CE • Dus volgens stelling 3·.1 is 
n n n 
µ(G) < µ(F) < µ(E ). 
n - n - n 
Nu is E = E nu E = u F = u G • 
n n n n n n 
De verzam.elingen G zijn paarsgewijs disjunct, dus volgens de o-additivi-
. n 
teit~ van µ is 
co 





Tezam.en met(*) volgt hieruit 
00 




§t.<:.!;!.Jng ~!!_. Zij {En}:=1 een co~lectie pae.rBgevijs disjuncte verzue-




l µ(En) !. ).l(E). 
n=1 
M 
Bewijs. Voor iedere N,::. 1 










\J ( U En) ~ µ ( E) • 
n=1 




\J(E ) < ·i.i(E). 
n -
Daar µ{E) > 0 voor alle n, geldt ook 
n -
01) 
l µ(En) !. µ(E). 
n=1 
Q~,~!• Zij {En}:=, een rij verzam.elingen in R zo dat In GEn+l en 
E = U E 6 R. Dan geldt : 
n n 
µ(E) = lim. ~(E ). 
n n-><» 
n-1 
F = E \ ( U E.), n > 2. 
n n . 1 1 -i= 
Dan, d,ju de ·F paarsgewijs disjunct en U F = \J E a E. 
n n n n n 
11 
Uit stelling 3.3 volgt 
00 
µ(E) ~ l µ(Fn), 
n=1 
uit stelling 3.4 volgt 
00 




µ(E) = l µ(F ) = lim l µ(F } • 





Zij µ(E 1 ) 
Dan geldt 
N 
E = U F , 






µ(E) = lim µ(E ). 
N-+<» n 
Zij { E r 1 een rij ver.zamelingen in R zodo.t E .. 1 GE • ll n= 00 n·r ll 
< oo en E = () E c:s. R. 
n=1 n 
µ(E) = lim µ(E ). 
n-+oo n 
Bewijs. We merken eerst op dat E c.En c.E1 v~or alle n_, dus 
µ(E) ~µ(En)~ µ(E1) < 00 0 
12 
De:t'inieer nu F = E1 \ E , dan is • n n 
F 6R, F c,F. 1 en. \J Fn = E1 '\ E. n n n+ n 
We kunnen dus gevolg_ 1 toepassen en concluderen 
µ(E1 \ E) = lim µ(F )o 
->co n 
.n 
Daar µ{E) < 00 is volgens stelling 3.2 
µ(E1 \ E) = µ(E1 ) - µ(E). 
Anderzijds volgt uit de de:t'initie van Fn en µ(En)< 00 , dat 
µ{Fn) = µ(E,) - µ(gn), 
zoda.t 
lim µ(F) = µ(E 1) - lim µ(E ). n-><x> n n➔oo n 
Invullen in {"X") levert 
µ(~1) - µ(E) = µ(E1 ) - lim \!(En)• n➔oo 
Daar l!(E1) < 00 volgt nu 
Voorbeelden 
µ(E) = lim l!(E ). 
n 
n-><x> 
1. We .hebben gezien da.t S'(X) een a-ring is. 
Zij peen vast punt in X. Definieer nu de verzwnelingsfunktie µ: 
f(x) + lR* a.ls volgt: 
µ(E) = 1 ails p 6E, 
µ(E) = 0 a.ls p ¢ E. 
Dan is it een maa.t op !P(:,_c) o Immers.: 
Dat µ(E) ~ O is en l!(~~ = 0 is triviaal. 




Zij E = U E. , E. I\ E . = QJ, i ~ j ; 
i=1 J. J. J 
a.ls peE, da.n is er een i 0 ~ 1 met peE. en da.a.r E.nE. =~is io i J 
00 
µ(E) = 1 en l µ{E.) = µ(E. ) = 1. 
i=l J. J.O 
Als p ¢;E, da.n p ¢E. voor alle i, dwz. µ(E) = 0 en µ(E.) = O·voor J. J. 
a.lle i. 
2. Zij t de verza.meling positieve gehele getallen. Definieer opOJ(~) 
de verza.melings:funktie µ a.ls volgt 
µ(E) = n a.ls E een eindige verzameling is met n elementen, 
µ(!i'J) = o, 
µ(E) = +00 ala E oneindig veel elementen bevat. 
Dan is µ een ma.at op fi>(S;). 
We beschouwen nu de klasse I bestaande uit alle halfopen inter-
vallen [a,b), waarbij a,b E.IR, a~ b en alle eindige verenigingen van 
deze intervallen. De klasse I is een ring. We kunnen gemakkelijk aan-
tonen dat iedere verzameling E in I is te schrijven a.ls vereniging van 
eindig veel disjuncte intervallen [a.,b.). Dit kan op vele ma.nieren, J. J. 
r: ) ,.._. . r: a.+b) ,-a.+b. \ b.v. voor La,b kunnen we ook scu.1.-J.Jven L.a, .2 V i:T' b,. 
We definieren nu de volgende verzamelingsfunk.tie µ op I: 
µ( [a,b)) = b - a. 
n 
Zij EE:I geschreven ala E = U [a.,b.) met [a.,b.)n [a.,b.) = ~. 
• 1 J. J. J. J. J J 
Dan definieren we 1 = 
n 




De definitie van µ(E) is ona.fha.nltelijk van de geltozen represento.tie 
van E, immers: 






A.; A. disjuncte halfopen intervallen, en a.ndcr-
1 J. 
E = U B. ; B. disjuncte ha.J.fopen intervallen. 
i=1 .· J J 
14 
Zij C .. = A. nB., dan zijn de C •• disjuncte half-open intervallen 
J.J J. J J.J 
(ga na) en E kunnen we nu ook representeren door 
m 
Iedere A. is de vereniging va.n eindig veel C .. , nl. A.= U 
J. J.J J. 
E = UC ••• 
J.J 
dus wegens stelling· 3.3 en 3.4 is 
m 
m 
µ(A) = l 
j=1 
µ{A. f\ B.), dwz. 
J. J 
Analoog r µ(B.) = r µ(C •• ), zoda.t j=1 J J.J 
n m 
r µ(A.) = r µ(B.), 
i=1 J. j=1 J 
hetgeen we wilden bewijzen. 
j=1 
A. n B., 
J. J 
We zullen nu nags.an da.t de funktie µ een maat is op de ring I. 
( 1) Voor alle E E:I geldt µ{E) ~ O; 
en µ{9J) = a - a= O. 
(2) µ is aftelbaar additief. 
co 
La.ten E1 , E2 , • • • elementen zijn van I zodanig dat E = U E.; , 
. i=1 ... 
E./\E. = 9J en EEI. 
J. J 




We bewijzen dit voor bet geval dat E een half-open interval is. 
Het algemene geval, dat E een eindige ·, ver.eniging is van disjuncte 
half-open intervallen, volgt hieruit da.n onmiddellijk. 
E = [a,b); b - a> 0 want voor E =~is de bewering trivia.al. 
We mogen veronderstellen·dat de E. half-open intervallen J. 
E, = ra. ,b. ). 
J. ~l. l. 
Voor alle n ~ 
Dus ook geldt 
n 






r µ(E.) < µ(E). l. - . i=1 





Om te bewijzen dat bovendien µ(E) < l 
i=1 
stelling van Heine-Borel: 
µ{E.), maken we gebruik van de 
J. 
- Laat A een begrensde gesloten verzameling zijn in Ren {ua}a een 
collectie open verzamelingen zod.anig dat Ac U U. Dan is er een 
eindige deelcollectie {u. }~_1 zodanig dat AC. 8 au .• -1 J.- . i=1 1 
Zij nu£> 0 9 £ < b - a. 





U. = (a. 
J. J. 
b. ) , zodat E. c. U •• 
J. J. J. 
Volgens de stelling van Heine-Borel zijn er eindig vele U., zeg 
J. 
u. , ••• , U. zodat 
1 1 1 k 
Dan geldt dus 
ClO 







• 1 J. • J= . J 
ClO 
U. ::> F. 
J. • 
J 
- a.. J. • 
J 
ClO 
~ r (b. - a.+!..:-)= l (b. - a..)+ e. 1 1 21 i=1 1 1 i=1 
µ(E.) + e. 
J. 
Daar e willekeurig was volgt uit 
ClO 
µ{E) < l 
i=1 
µ{E.) + 2e 
J. 
de te bewijzen rela.tie 
ClO 






Opmerking: de maat µ is ook o-eindig, immers zij E ER, dus 
k 
E = lJ [a. ,b. f, dan is E te scbrijven .als 
i=1 1 1 
c,o 
E = U [a.,b.) met [a.,b.)n[a.~b.) = (iJ en 
i=1 1 1 1 J._ J J 
ra. , b. ) = (iJ voor i > k, l..!'3. J. -
en µ( [a. ,b.)) < co voor alle i. 
J. J. 
Opgaven 
1. Zij X de verzameling positieve gehele getallen. Zij de verzamelings-
funktie µ gedefinieerd op !P{x) als volgt: 
µ(~) = o, 
µ{E) =coals E een oneindige verzameling is, 
µ(E) = 2 ;. als E een niet-lege eindige verzameling is. 
n~E n 
Gana dat µ (eindig) additief is, maar geen maat. 
2. Zij µ een op een ring R gedefinieerde niet-negatieve a:rtelbaar 
additieve verzamelingsfunktie. Indien gegeven is da·t; er een E E:R 
is, zodanig dat µ{E) < co, bewijs d~n dat µ{~} = o. 
3. Laat µ de op de ring I van eindige verenigingen van half-open inter-
vallen gedefinieerde maat zijn. Bewijs dan dat µ 0 gedefinieerd door 
µ'([a,b)) =g(b) -g(a), 
waarbij g een niet-negatieve, monotoon stijgende continue funktie 
lR -+ iR is, 
eveneens een ma.at op I iso 
4. Als µ een maat is op de ring Ren E en F zijn twee verzamelingen 
in R, dan geldt 
µ{E) + 1,1{F) = 1,1(E VF) + µ(E nF) •· 
Bewijs dit ... 
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4. Uitwendige maat 
In §3 hebben we een maat gedefinieerd op een ring R. We willen nu 
het maatbegrip uitbreiden tot een grotere klasse van verzamelingen. 
Def. 4.1. Zij g een niet-lege klasse van verzamelingen in X. De niet-
negatieve verzamelingsfunktie $: t + ~* heet subadditief indien voor 
alle E,Fef zodanig dat EUF~t geldt 
$(EUF) ,:. $(E) + $(F). 
Def. 4.2. De niet-negatieve verzamelingsfunktie $: E.. + ~* heet aftelbaar 
subadditief indien voor iedere rij {E. }':' 1, E.st zodanig dat U E.st, ii= i i=1 i 
geldt 
00 00 
$( u E.) < I 
i=1 i i=1 
$(E.). 
i 
Def. 4.3. De verzamelingsfunktie $: t + ~*heet monotoon indien voor 
alle E , Fet zo dat E CF geldt 
$(E) ,:. $(F). 
* Def. 4.4. Zij Reen ring met maat µ. De uitwendige maat µ op X, voort-
gebracht door Renµ, wordt gedefinieerd als volgt: 
(a) indien E'=~(X) zodanig is dat er minstens een aftelbare rij elemen-




µ*(E) = inf {L µ(E.) I ECIJ E., E.E:R}, 
. i . i i 
i i 
indien er geen rij deelverzamelingen van R is zodanig dat ECtJ E., i i 
l8 
5. Indien µ een maat is op de ring Ren E en F zijn verzamelingen in R, 
dan definieren we 
EN F als µ(E ~ F) = O. 
Gana dat de relatie N een equivalentierelatie is, dwz. 
(1) ENE. 
(2) E"' F, F"' G ~ E,., G. 
(3) E "' F ==;:, F "' E. 
Zij- [ de klasse van alle verzamelingen in R, waarvoor E, ,., ¢. Bewij s 




* Stelling 4.1. De uitwendige maat µ voldoet a.an: 
( 1) V E E. R ==> µ *< E) = µ ( E) • 
* * (2) µ (E) ~Oenµ (0) = O. 
(3) µ* is monotoon. 
(4) µ* is aftelba.a.r suba.dditief. 
Bewijs. 
( 1 ) Zij E E.R. 
Dan is µ*(E) ~ µ(E) omda.t {E} een overdekk.ing is van E. Voor iedere 
overdekk.ing {E.} met E. E. R, Ec::.U E., geldt wegens de monotonie van µ 
1 1 1 
dat 
dus 
µ ( E) ~ inf U µ ( E. ) I E. ~ R, E c:. V E. } 
1 1 1 
* = µ (E) • 
Dus µ * ( E) = µ ( E) • 
(.2) Da.t µ* niet-nega.tief is volgt direkt uit het feit dat µ* het 
infimum is van een verza.meling positieve getallen. Uit (1) volgt in het 
bijzonder dat µ~(¢) = µ(0} = o. 
(3) Zij EcF en stel F is de te overdekk.en met een rij verza.melingen uit 
R. Voor F geldt 
(X) 
* µ (F) = inf { I 
i=1 
µ{F.) IF.ER, i = 1, 2, 
1 1 
. 
• • • s 
(X) 
FG\) F.}. 
i=1 1 \ 
Iedere overdekk.ing va? Fis zeker een overdekk.ing van E, dus 
µ *(E} ~ µ *(F}. 
Indien ~ niet te overdekken is, dan µ+E-{F) = +<X> en is a.an (3) volda.an. 
(4) Zij {A} een r1j verza.melingen in Xt da.n moeten we bewijzen dat 
n 
(X) (X) 




Indien voor een der A. geldt µ*(A)= +00 , dan is de bewering triviaaJ.. 
n n · 
Stel dus voor alle n E ti geldt µ *(A ) is eindig, dwz. 
n 
00 00 
* µ{A)= inf 
n { I µ(E.) jE.ER,i=1,2, ••• ;Ac::.\J E.} ni ni n i=1 ni i=1 
voor n = 1, 2, •••• 
Kies e; > O willekeurig. 
ZiJ' nu {E :·t~ 1 een overdekking van A zo dat ni i= n 
00 
I µ(E . ) * +L. < µ (A ) 
i=1 ni n 2n 
<X> { r overdekking van A= u Nu is E . . . een An, ni i,n=1 
n=1 
<X> 00 <X> 
* I µ(E . ) I c- I µ(E .)) µ (A) < = 




* µ (A.) + £ • 
n 
Daar e; willekeurig gekozen was, geldt dus 
Voorbeeld. Beschouw wederom de ring I uit §3 met de daarop gedefinieerde 
maat µ. We kunnen nu op~ de uitwendige maat µ~, voortgebracht door I en 
µ, definieren. 
We berekenen de uitwendige maat van enige verzanielingen intR. 
1. Zij p een punt van lR en e: > 0 willekeurig. 
· Beschouw de verzameling E = [P, p+e;) in I. 
Dan is {E} een overdekk.ing van {p} zodat 
µ*({p}) !. µ(E) = e:. 
Dit geldt voor iedere e; > O, dus 
µ*({p}) = o. 
.. . 
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2. Wat is µ*((a,b))? 
Daar (a,b)c [a,b) en [a,b)c::.I, geldt 
µ*((a,b)) ~µ([a,b)) = b - a. 
Voor iedere e > 0 is [a+e,b) e (a,b) en wegens de monotonie' van µ'""geldt 
(*) µ*([a+e,b}) ~ u*((a,b)). 
Echter [a+e,b) tc:I, dus µ*{ [a+~,b)) = µ( [a+e,b)) = b - a - e .. 
Dus voor iedere e > 0 geldt 
b - a - e ~ µ*({a,b)), 
· zodat 
µ*((a,b)) > b - a. 
Hieruit en uit (*) concluderen we 
µ*{(a,b)) = b - a. 
3. Ga zelf na dat µ *( [a,b]) = b - a. 
4. Zij Ede verzameling van alle rationale getallen in [0,1], en zij 
e > o. Zij {r 1 , r 2 , ••• } een aftell:ing van de punten van E. Dan is 
00 
E C: U [r. , r. + ~) en fr. , r. + ~) E I. 
i=l 1 1 21 1 1 . 21 
Dus 
00 
µ'""(E) ~ l µ((r
1
,, r. + ..;.)) = l e 
i=1 1 21 i=1 7 = e. 
\ 
Daar e willekeurig was is dus 
* µ (E) = O. 
Opmerking: ga na dat voor iedere verzameling A van aftelbaar veel punten 
* inm eveneens geldt: µ(A)= o • 
,4, 
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Stelling 4.2. (X, R1,µ 1} en (X, R2, µ2) genereren dezelfde uitwendige 
* maat µ op X d.e.s.d. als 
Bewijs. 
(a) Stel (X, R1, µ1} en (X, R2 , µ2) genereren de uitwendige maat 
* * . 4 Daar µ = µ 1 op R1 enµ = µ 2 op_R2 volgens stelling .1 ia·de 
bewering evident. 
* ~ * (b) Stel µ 1 = µ2 op R2 en µ 2 = µ 1 op R1• 
* * Zij E c.X, dan willen we aantonen dat µ1 (E) = µ 2 (E). 
* * Allereerst µ1(E) .::_ µ2 (E). 
* µ 0 
Voor µ;(E) = +co is dit triviaal, dus onderstel
1
µ;(E) is eindig. 
Dan is er voor.alle e > 0 een aftelbare overdekking {Ei} van E met 
. * Daar gegeven is dat µ2 .= µ 1 op R2 volgt 
In het bijzonder- geldt dus voor alle i dat µ7(Ei) < w. 
Dus is er een overdekking van Ei met aftelbaar veel elementen van R1: 
E.c ~ F •• , F. -E:R,· l. J J.J l.J 
en wel zodanig dat 
M.a.w. 
,, 
> l µ*1(E.) - _2€ > l <I ·µ,(F •• ) -~) - 2€ 
• l. . • J.J ' 21 J. J. J . 
= l µ,(F .. ) 




De rij {F .. } is'een a:f'telbare overdekk.ing van E met elementen van R1, l.J 
dus· 
zodat 
Daar t willekeurig gekozen was, geldt 
*. * Het bewijs dat µ2(E) ~ µ 1(E) gaat analoog. 
Opgaven. 
1. Zij R1 de ring van alle eindige verenigingen van intervallen [r,s) 
met r <sen r ens rationaal. Zij R2 de ring van alle eindige vereni-
gingen van intervallen [n,m) met n <men n en m geheel. 
Definieer op R1 en op R2 op de manier ala beschreven voor de ring I 
in §3 een maat µ 1 resp. µ2• 
Zij nu µ7 de uitwendige maat ·gegenereerd door (m, R1, µ 1) enµ; de 
uitwendige maat gegenereerd door CIR,·R2, µ2). Gana dat u7 =µ~op n2. 
Geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat u7 ~ µ; . 
. . * 2. Zl.J u2 de uitwendige maat uit opgave 1. 
Geef twee disjuncte verzamelingen E en F waarvoor geldt-
\ 
3. Zij X = [o, 1] en 
tis de collectie { (o, !>, ~, ¾>, {t}, X} •. 
Zij µ een verzamelingsfunktie op gedefinieerd door 
.... * 
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a) Bepaal de ring R gegenereerd doorl en de a-ring a(£) gegenereerd 
door!. 
b) Breid µ uit tot een verza.melingsfunktie op R door te~· definieren 
µ(A VB) = µ(A) + µ(B) voor A,B GR, AnB = ~ 
en bewijs ·dat µ een maat is op R. 
c) Bereken de uitwendige maat van 
[o, ¾J, [o, ¾J, r¾,.1], (~, 1]. 
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5. Meetbare Verzamelingen 
Laat X een verzameling zijn, Reen ring van deelverzamelingen van X, 
µ een maat op R en µ * de hierdoor geinduceerde ui twendige ma.at o:p ~ ( x). 
Def. 5.1. EcX heet µ-meetbaar indien voor al.le Sc.X geldt: 
* * * C µ (S) = µ (SflE) + lJ (S()E ) 
* enµ (E) heet dan de maat van E 
Opmerkingen: 1) Vanwege de subaddit.iviteit van µ* geldt zeker 
* * * C µ {S) !. µ (sn E) + µ (SflE ) 
2) Als uit de kontekst duidelijk is in welke zin de meet-
baarheid bedoeld is, dan schrijven·we meetbaar .Lp.v. µ-meetbaar. 
-------- . ---------~ 
3) Deze,de:finitie van meetbaarheid is a:fkomstig van 
Caratheodory (1918). 
Stelling 5 • 1 ·• 
1) X en~ zijn meetbaar 
C 2) E meetbaar ==;,, E meetbaar. 
3) Als E1 en E2 meetbaar zijn, dan zijn ook E1 U E2 , E1 n E2 en E1 \ E2 
meetbaar. Als bovendien·E1 en E2 disjunkt zijn, dan geldt 
µ*(s()(E1UE2 )) = µ'""(snE1) + JJ*(snE2) voor al.le sex. 
4) Als {E.}. IN een at'telbare kollektie meetbare verzamelingen is, dan 
00 J. J.e 
is E = i~l Ei meetbaar~ Zijn bovendien de Ei paarsgewij~ disjunkt, dan 
geldt ook i.t"CsnE) = r µ*(sn E.) voor al.le sc:::x •. 
i=1 1 
N.B. Door S = X te nemen in (4) zien we direkt, dat 1/+- a.ftel-





1 ) Ui t S () !Z} = 0 en 1-t· ( 0) = 0 (St • 4 • 1. ) en Sf\ X = S volgt 
1-t·(s) = i/'"(sn 0) + /'·(sf\ x) 
zoda.t 0 en X meetbaar zijn. 
2) De definitie van meetbaar is symmetrisch in E en Ee zoda.t met de 
een ook de ander meetbaar is. 
3) We weten dat 
S{) { E U E ) c = SO Ee O EC • 
1 2 1 2 
en 
sf'l (E1 U E2) = (s{l E,''l E2) U (S{)E~f\E2)U (S'1E/' E~) 
zoda.t vanwege subadditiviteit• 
* (\ * r\ ) *( " en ) . * n .f'\ C) µ (S {E1U E2)) ~ µ (S{) E1r ,E2 + µ S, ,E1 E2 + µ (S E1a 1E2 • 











*< n c> *c n Cl'\ > *c n Cl\ c> JJ S E1 = µ S E1, ,E2 + µ S E1, 1E2 • 
Ui t di t alles tesamen volgt voor alle SC X 
µ*(s)~ µ*(s/)(E,UE2)) + 1,1*(s()(E,VE2)c). 
~ 1,1*(sf'IE/)E2) + 1,1*{s0E~f'\E2) + µ*(sf'\E,nE~) + µ'""(s(\E~AE~} = 
*( I\ ) *( n C) *( ) = lJ S11E1 + µ S E1 = ~ S • 
Overa.l geldt dus gelijkheid. E1U E2 is dus meetbaar en 
1,1*(s()(E1VE2 )) = 1,1*(s1"E/)E2 ) + µ*{s/)E~nE2 ) + µ*(sflE 1 ,()E~),. 
zoda.t i.h.b. a.ls E1 en E2 disjunkt zijn geldt 
µ'""(s(} (E
1
U E2 )) = 1,1*(s(l E1) ·+ µ*(s() E2 ). 
hl• Hieruit volgt onmiddellijk da.t voor iedere eindige 
kollektie {E.}~_1 van onderling disjunkte meetbare 1 1- n 
verzamelingen geldt 9 dat µ *( S (\ ( U E. )) = 
n · i=1 1 





{E.}. !N is een kollektie meetbare verzamelingen en E = .01 E .• We 1" ~ 1 
mogen aannemen, dat alle E. onderling disjunkt zijn (anders maken 
1 
we het zo met stelling 2. 3) • Voor a.lle ne IN en SC X geldt dan met 
behulp van het N.B. van (3) 
Dus ook geldt in de limiet voor n ~ 00 
00 
u*(s) ~ l µ*(sf\Ei.} + u*(s()Ec) ~ 
~1 . . 
* * C * = µ (S()E) + u (snE) ~J.I (S) 
Overal geldt nu weer het gelijkteken, dus Eis meetbaar en 
00 00 
l u*(sfl E.) = 
i=1 1 
it·csn<ild1 Ei)) voor alle S ex . 
Stelling 5.2. Als AeR dan is A µ-meetbaar. 




Neem een sex en een AeR willekeurig. 
Als S niet te overdekken is door een at'telbare rij elementen van R 
dan is per definitie µ-M-(S) = co zodat 
* * * C 00 !::: 1,1 (S} < J.I (snA) + lJ (S(lA ) < 00 
.... . -
en de gelijkheid geld~. 
, . 
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Als S wel te overdekk.en is door een aftelbare rij elementen van R, 
laat dan {B} m zo'n rij zijn met de ·eigenschap 
n neu., 
00 
µ *< S ) .::., l µ ( B n) - € 
n=1 
voor zekere € > o. 
AGR, dus {B '1A} I\T en {B f'\Acl:\_.;.,..zijn overdek.kingen van S()A resp .• 
n neu., n n-, . 
s fl Ac met element en van R. .Hierui t volgt d.at 
Dus 
"" 
µ ,k,,(s nA) ::.. l µ(Bnn A) 
n=1 . 
"" 
µ*(snA0 ) < I 
n=1 
"" 





µ(B ()Ac) • 
n 
µ(B ) = 
n 
µ(B () A) + 
n 
"" I µ(B n A0 ) > 
n=1 n -
* * C * ~ µ {snA) + lJ (SrlA ) .::.. µ (S) 
Dit geldt voor iedere e > o, er is dus gelijkheid. Bijgevolg is A meet-
baar. 
Gevolgen 
1 ) De kollektie van alle µ-meet bare deel verzamelinge11 van X is een 
a-ring (volgens st •. 5.1), die R omvat (volgens st. 5.2). We zullen deze 
a-ring aanduiden met A. 
2) u* is een maat op A want 
* * µ (r;j) = o en µ (E) ~ O VEeA (volgens st. 4.1) 
µ* is a-additiet (volgens st. 5.1) 
3) Volgens stelling 4.1 is µ*jR = µ (d.w.z. de restrictie vanµ* 
wat betreft zijn definitiegebied tot R is gelijk aan µ). We zullen dan 
ook voortaan de maat van een meetbare verzameling E noteren met µ(E) 




Notatie: Het tripel <X,A,µ> is de aanduiding van een maatruimte; hierin 
is X een verzameling, A is de kollektie van µ-meetbare deel-
verzamelingen van X, enµ is een ma.at op A. 
Opmerking: Het wil wel eens gebeuren dat we spreken over de m.a.atruimte 
<X,R,µ> waarin X een verzameling is, Reen ring van deelverzamelingen 
van X enµ een maat op R; bedoeld is dan de maatruimte <X,A,µ> waarin 
A de kollektie van meetbare deelverzamelingen van X, welke verkregen is 
uit Renµ met de konstruk.tie via de uitwendige ma.at op X en waarin µ 
uitgebreid is tot A. 
Analoog aan de gevolgen (blz. 10,11) van de stellingen 3,3 en 3.4 be-
wijzen we nu voor de a-ring A het volgende voor limieten van monotone 
rijtjes. 
Stelling 5.3, a) Als {B} m een rij meetbare verza.m.elingen is zo dat 
00 n llE11.1 
Bn c Bn+1 en B = n~l Bn' dan geldt 
µ(B) = lim µ(B) 
n-+<>:> n 
b) Als {E} ~ een riJ meetbare verzamelingen is zo dat 
00 n ne~, 
en E = n1 E en µ(E) < 00 voor zekere p. dan geldt n= n . p ' 
µ(E) = lim lJ(E) 
n-+<>:> n 
!,& De rij verzamelingen onder (a) wordt wel stijgend en ender {b) 
dalend genoemd. 
Bewijs. 
(a) {B} fN is een stijgende riJ, dus µ(B) > µ(B 1) zodat.ook 1-1(B) n ne · n - n- . n 
een stijgende rij is; deze laatste heeft dus een limiet in a*. Definieer 
A1 = B1 en A = B \ B 1 voor n > 1, dan volgt A ()A = ¢ als n ~ m, co n n n- . _ n m 
B = ~1 A en µ(A)= 1-1(B} - 1-1(B 1). Vanwege de a-additiviteit van lJ n- m n n n-
volgt dan oolt: 
co k 
µ(B) = l µ(A ) = lim l . (µ(B ) ... µ(B 1)) = lim µ(D.J • n=1 n k-+oo n=1 n n- n-+oo .,. · 
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(b) {E} lN is een dalende rij en µ(E) <'"°• De rij µ(En) is dus een 
n ne. P 
dalende rij niet negatieve getallen met µ(E) < "° als n .::_p; deze rij 
n 
heeft dus een limiet in R. 
ClO Definieer D = E '\ E voor n >. P., dan is de rij {D } stijgend en 
n p n n n=p+1 
ClO 
U +l D = E '-\ E • n=p n p 
Met (a) volgt dan µ(E) - µ{E) = lim µ(D) = lim (µ(E) - µ(E )). Omdat P · .n-+co n -n- P n 
lim µ(E) bestaat en evenals µ(E )'eindig is volgt nu 
. n-+co n p 
lim lJ ( E ) = µ ( E) • 
n-+c> n 
Algemener kunnen we nu het volgende bewijzen voor limieten van rijtjes 
waarvoor geen monotonie geeist wordt. 
Stelling 5.4. 
Laat {A} -M een aftelbare kollektie meetbare verzamelingen zijn, dan 
n n~1 
geldt: 
u(liminf A).< liminf µ{A} 
n - n 
00 
(a) 
(b) µ( limsup A)> limsup 11 (A) als 11 ( V A)<"° voor zekere p n - ~ n ~ n=p n • 
Bewijs. 
00 00 00 
(a) liminf A = u1 n A. Laat B = n A, dan is {B} -M stijgend, n m= n=m n m n=m n m m"-l. 
en B cA Vn > m zodat 1,1(B ) < inf-(µ(A )\\I n > m). Dus µ{liminf A } = 
m n - m- n - n 
= lim µ(Bn) ::_ liminf µ(An) met behulp van stelling 5.3 (a). 
n400 00 00 00 
(b) limsup A = n1 U A. Laat C = U .A, dan is {C} -m de.lend, n m= n=m · n m n=m n m m-., · 
1,1(C ) < 00 en C ::lA Vn > m, zoda.t 00 > µ(C ) > sup(µ(A ) I n > m). p m n - m- n -
Dus met stelling 5.3 (b) volgt 
µ(limsup A)= lim µ(C ) > limsup µ(A) • 
. n n - n n-+c> . 
00 
Gevolg. Als lim A bestaat (d.w.z. limsup A = limint A) enµ( U A)<"° 
n n . n . . n=p n 
voor zekere p dan geldt 
lim µ(A)= µ(lim A) 




Zij r2 de ring van alle eindige verenigingen van v~rzamelingen ACR2 
van, de vorm { (x1 ,x2)e IR
2 I a .::. :x:1 < b; c .::. x2 < d; b .::,. a.; d .::,. a}. 
Definieer op I2 de maat µ door 
n n 
µ(E) = l µ(A,)= l (b. - a.}(c. - d.). 
• 1 l , 1 l l l l 1= , 1= 
D.w.z. r2 is de ring van eindige verenigingen van rechthoekjes die links 
en onder gesloten en rechts en boven open zijn en de maat van zo'n recht-
hoekje is het oppervlak ervan. 
Dat r2 een ring is, dat µ(E) gedef'inieerd is voor EeI2 ona.f'hankelijk 
2 
van zijn representatie en dat µ een maat is op I kan bewezen worden 
geheel ana.loog a.an het bewijs voor de ring I in §3. 
Zij nu En = { (x1'x2)e R





E is meetba.a.r 
n 
lim E bests.at en is meetbaa.r 
n 




Def. 5.2. Een deelverzameling EC::X heet een nulverzameling indien 
* 1,1 (E) = O. 
Stelling 5.5. Iedere deelv~rzameling van een nulverzameling is wee~ een 
nulverzameling en iedere nulverzameling is meetba.ar. 
Bewi.js. 
La.at E een nulverzameling ZlJn; d.w.z. µ*(E) = o • 
. *<) *<'> . * *() Als F c:: E, da.n is µ . F .::. µ E va.nwe,ge de monotonie van u • J.1 F ?. O 
*. . . *<) omda.t µ niet negatief' is, dus µ F = o. 
Nog te bewijzen, i.t"'(s) = i.i*(snE) + µ*(sl)Ec) voo:1.• de meetbaarheid va.n E. 
Sf\ Ee E, dus volgens bet bovenstaande is i.i*( SI) E) = 0. 
snE0c S, dus µ*(Sf'IE0 ) .::_ µ*(s). 
Hieruit volgt da.t ).t*(s) < µ*(snE) + µ*(snE0 ) < µ*(s) V sex ·eu dua 
- ', ' .... 
is E 'ineetba.a.r • 
•"-. 
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Def. 5.3. Twee deelverzamelingen van X heten bijna gelijk (Eng.: almost 
equal}, als µ(AtB) = O. 
Def. 5.4. Laat (X,A,µ) een maatruimte ziJn en fen g funkties op X, dan 
heten f en g bijna overal gelijk als µ( {xG: X I. f(x) ; g(x)}) = o •.. · 
Een eigenschap P(x) geldt bijna overal als de maat van de verzameling 
punten van X waar P onwaar is gelijk is aan nul. 
Voorbeelden. ( 1) Laat (x'.,A,µ) een maatruimte zijn;a.ls Ac:X en Bc:X bijna 
gelijk zijn~ da.n zijn de karakteristieke funkties XA en XB van A en B 
Efju~-2!~~~ gelijk. 
(2) Beschouw de maatruimte <[0,1},I,µ~ waarin I de ring is 
uit §3 en µ de maat de.a.rep, De verzameling van re.ti.one.le punten in [0 9 1] 
is da.n een nulverzameling en de funktie f, gedefinieerd door 
f(x) = 1 a.ls x~~n[o, 1] 
f'(x) = 0 als xeiJ{n [o, 1] 
is :E!J.m~:-2Y!:!:~! gelijk a.an nul. 
Opmerking. We hebben nu een uitbreiding van de maa.t µ op de ring Rc<P(x) 
gemaakt zo da.t deze "kontinu''. i_s geworden ender overgang op limieten van 
aftelba.re rijtes (st. 5.4) en zo dat alle deelverzamelingen van een nul-
verzameling weer nulverzamelingen zijn. Een verdere uitbreiding ma.ken 
doen we niet en de vraag zou kunnen rijzen, waarom tot hier en niet verder. 
Een eksakt antwoord op deze vraag kan ik niet geven, doch enige indika.-
ties in deze richting kan men·vinden in het volgende: 
Als de ma.atµ op Rcg-)(x) a-eindig is, d.w.z. X zelf kan ove~dekt 
worden door een aftelbare rij verzamelingen uit R van eindige maat 
00 • (xc. u, A met A (SR en µ(A ) < OO Vn)' dan besta.at er precies een uit-
n= n n n 
breiding vanµ tot een maat op A; d.w.z. da.t de uitbreiding, gekonstru-
eerd.via de uitwendige maat de enig mogelijke is. Het zou 
te ver voeren om deze unic~teitsstelling hier te bewijzen; zie hiervoor 
b.v. Ha.lmos: Measure Theory §13. 
Aan de hand van het volgende voorbeeldje kunnen·we wel zien,(dat een 
ver4.ere uitbreiding, indien mogelijk, niet meer unielf, behoeft te.zijn. 
.. ., 
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Laat X = {1,2,3,} en R = {¢,{1},{2,3},X}c9(x) en definieer op R de maat 
µ a::J_s volgt: µ(¢) = O, 1J({1}) = 1, µ({2,3}) = 1, µ{X) = 2. Het i.s dan 
niet moeilijk in te zien dat we via de uitwend~ge maat geen andere 
meetbare verzamelingen erbij krijgen, dus A= Ren {2}, {3}, {1,2} en 
{1,3} zijn niet meetbaar. 
Laat nu A e [o, 1 J en definieer: 
µA{{2}) = A, µA({3}) = 1 - A, µA{{1,2}) = 1 + A, µA{{1,3}) = 1 - A 
en µA (A) = µ(A) voor alle Ae:R. 
Het is· eenvoudig in te zien dat µA nu een maat is op 9J(x) voor iedere 
.i.. e [o, 1] en dat het ook· een uitbreiding is van µ voor iedere. A e [o, 1]. 
Opgave 2. 
Gana dat de kol~ektie nulverzamelingen in een maatruimte een a-ring is. 
De Lebesgue-maat 
Def, 5.5. De maat µ op de ring/:_ van meetbare verzamelingen in R, ge-
genereerd (via de uitwendige maat) door de maat. µ op de ring I (§3), 
heet de Lebesgue-maat op Ben de elementen van f heten Lebesgue-meetbaar. 
Opmerking. Geheel anal6og aan def. 5.5 kunnen we de Lebesgue-maat op 
R2 definieren met behulp van de ring r2 van opgave 1 en i.h.a. de 
Lebesgue-maat op ~k met een analoog aan r2 gedefinieerde ring Ik. We 
zullen hier verder niet op ingaan en ons beperken tot het eendimensionale 
geval. 
Het belang van de Lebesgue-maat ligt hierin, 
- dat hij op verzamelingen waarvan we de to.tale lengte ( oppervlak 
resp. inhoud in a2 en hogere dimensies) reeds kenden, hiermee samenvalt, 
- dat de "topologisch mooie" verzamelingen, de open en de gesloten ver-
zamelingen meetbaar zijn. 
- dat limieten van meetbare verzamelingen weer meetbaar zijn, 
- dat de ma.at van een meetba.re verzameling invariant is onder ve1• ... 
schui,ving (d.w. z. ·A meetbaar <===::;,, AA = {x + A I; xsA} meetbaar en 




Het eerste punt volgt uit-~de de:f'initie van de ring I met de ma.at µ erop, 
de andere punten zullen we nu bewijzen. 
Lemma 5. 1. 
La.at O een open verza.meling zijn in tlf en [a,a+1) een ha.ltopen interval, 
dan is A = O () [a,a+1) te schrijven a.ls een a.ttelbare veren:i.ging van half-
open interva.llen. 
Bewi,js. 
Verdeel het interval voor iedere kin 2k gelijke ha.ltopen intervallen 
N def [ 2-k( . 1) 2-k ·} 1 · . _n • van het type kj = a + J- , a+ J voor .::. J .::. ~·· en J,nefi 
en definieer ~ a.ls de vereniging van die Nkj (bij vaste k) die geheel 
beva.t zijn in A, dus 
da.n is}\_ voor iedere keen eindig; vereniging van halfopen intervallen 
die bevat is in A, zoda.t ook M = k~1 }\_CA. 
We zullen nu nog bewijzen xe.A ~ XcS M. 
La.at xsA, da.n xe.O en omda.t O open is, is er een e: > O zo dat (x-e: ,x+e: )co. 
Als x = a, dan is [x,x+e:}con[a,a+1) = A en er is een k z6 dat 2-k < e:; 
bijgevolg is [x,x+2-k) CA en ook [ic,x+2-k) = Nk, 1 en dus xel\ cM. 
Als x :f, a, neem da.n e: < min (x-a,a+1-x), da.n volgt da.t (x-e,x+e:)cA. 
. k Maar da.n zijn er natuurlijke getallen ken l met -1.::, l.::. 2 zo, dat 
en dus 
Nu volgt dus, da.t M = A. Bijgeyolg is A de a.ttelba.re vereniging van 
halfopen intervallen. 
Lemma 5.2 
Iedere open verza.meling O in tR is te schrijven a.ls de a.ttelba.re vereni-





00 . 00 . 
IR = n~-oo [n ,n+ 1 ) dus ook O = n"t-oo O () [n ,n+ 1 ) • · 0 fl [n ,~+ 1 ) is een aftel-
bare vereniging van halfopen intervaJ.len, dus O zelf is a.ls attelbare 
vereniging van stukken O(t [n,n+1) ook de aftelba.re vereniging van aftel-
baar veel halfopen intervaJ.len. 
Stelling 5. 6 • 
Alle open en alle gesloten·verza.melingen in R zijn: meetbaar. 
Bewijs. 
Een open verzameling is een aftelbare vereniging van elementen van de 
ring I en is dus meetbaar volgens st. 5.2 en 5.1 (punt 4). 
Een gesloten verzameling is het komplement van een open verzameling en 
dus ook meetbaar volgens st. 5.1. 
Stelling ..2i1 o 
De Lebesgue-ma.at is invariant onder verschuiving; d.w.z. A meetbaa.r, 
dan ook AA = {x + "A I xsA} meetbaar en µ(AA) = µ(A). 
Bewijs. 
Als A= [a,b), dan AA = [a+'A,b+"A)eI en µ(AA)·= b + "A - a ... "A = b - a= µ(A). 
Hieruit volgt onmiddellijk, dat AG.I .;:=;. A}. ca I en u(A"A) = u(A). De uit-
wendige ma.at van een verza.meling is dus ook invariant onder verschuiving 
omdat de ma.at van iedere overdekking met elementen van I dit is; maar 
~, > *c 0 > *c > *c 0 > dan geldt ook ll S>. 11 AX + ll S/'1 AA = ll Sfl A + lJ Sf\ A zodat A 
meetbaar <==> AA meetbaar en u(A"A) = µ(A) • 
Opgave 3. 
Bewijs: Als f een kontinue reele funktie is op IR, dan is 
F X d~f {x~ IR I f(x) > >.} Lebesgue-meetbaar. 
Qpgave 4. 
La.at x = [o, 1Jc IR 
1 1 .. 1 
s = {{n} I n E:IN} u {(n+~ ' i) I ne IN} u {gj} 
R is de kollektie deelverza.melingen van X die een eindige vereniging 
zijn van elementen van So 
, . 
, ..... , 
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Definieer op R de verzamelingsfunktie µ door 
· 1 1 1 1 
. µ('1}) = O, µ((~, n)) = O, µ({n}) = 
2
n voor alle nGIN 
k , 
en als X = i~1 si met sie S, da.n µ(X) = l µ(si) •. 
Bewijs: 1) R is een ring 
2) µ is een maa.t op R. 
3) ieder element van fr ( X) is 
Bereken: µ{ [~ ,,,]) ; µ(X) ; µ( [o, ¾» 
Opgave 5. 
µ-meetbaa.r. 
We beschouwen een proces TA, gedefinieerd op verenigingen van gesloten 
intervallen, dat uit een gesloten interval een precies in het midden 
gelegen stuk van kleinere lengte uitsnijdt en dat bij een vereniging 
van gesloten intervallen hetzelfde doet met ieder interval afzonderlijk: 




.\d_0 1 [a. ,b.]) d~f .81 (T, [a. ,b.]) met b. - a. > ;\ Vi. · A · J. J. J.= A J. ~ J. J. 
Passen we dit proces herhaaldelijk, met steeq.s kleinere >., toe op [o, 1] 9 
dan zien we da.t bij iedere stap het aanta.l (disjunltte) intervallen en 
het aantal gaten ertussen zich verdubbelt, terwijl de·lengte.va.n ieder 
intervalletje a.part sterk afneemt. 
~ ] ~ La.at nu s 1 = T113 Lo,1 en Sn= T -n~sn_1 3 
P1 = T114 [o,1] ·en P"~·:b T P ., n 4-n n-1 
bewijs dan: 
1) S = lim S en·P = lim P bestaa.n en zijn gesloten. 
n n 
\ 
1 2) µ(S) =Oen µ(P) = 2 • 
Tracht vervolgens in te zien, 
dat Sen P geen niet lege open-deelverzamelingen bevatten. 
ei:M S ea P nez gens diehb ±iggen •in [a; •3-E l'.l:. w. z. -'1h::•.:,.[e,.q..g.s .. ,, o .. 






dat S en P niet aftelbaar zijn (Ken aan ieder punt xe S een dyadisch 
getal toe door op den-de plaats achter de komma. een O of een 1 te 
plaatsen al naar gelang x bij den-de splits~ng in het linker of het 
rechter deelsegment terechtkomt). 
N.B. Sen P heten Cantor-verzamelingen (diskontinuilin van Cantor). 
De klasse der Borelverza.melingen. 
De tot nu toe afgeleide stellingen leren da.t de klasse der meetbare 
verza.melingen in X, Aµ gesloten is voor de v~lgende verza.melingstheor-. 
tische opera.ties: 
1) het nemen van het complement 
2) aftelbare verenigingen 
3) aftelbare doorsneden. 
()0 ()0 
d.w.z. A.e. A ~ U A.<;. A s n A.GA 
1 µ i=1 1 µ i=1 1 . µ 
A was verk.regen uitgaande van een ring Ren een ma.atµ en is gesloten 
u 
onder de operaties 1, 2 en 3. De vraag rijst wat de kieinste klasse 
van verzamelingen is die R omvat en die gesloten is onder deze operaties. 
Definitie 5.6: Zij <X,R,µ> een maatruimte. (zie opm. blz. 29). De klasse 
der Borelverza.melingen van <X,R,µ> is de kleinste klasse deelverzamelingen 
van X die R omvat en gesloten is onder de operaties (1), (2) en (3). We 
noteren deze klasse. met qJ (R). 
De definitie is. zinvol omdat we voor 13(R) de doorsnede van o.l.le klassen 
kunnen nemen die R omvatten en gesloten zijn onder ( 1), (2) en (3). Hie1·-
uit volgt tegelijkertijd de uniciteit. Vgl. St. 2.4. 
Merk op dat de klasse 13(R) ona:fhankelijk is van de maat µ. Dit in tegen-
stelling tot de klasse Aµ. 
Omdat Aµ gesloten is onder ( 1), (2) ~n ·(3} en RCAµ volgt 13(R)C.t\ • · na.t 
hier niet noodzakelijk de identiteit geldt blijkt uit het volgende·voor.,. 
beeld. 
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Voorbeeld: Zij R de kollektie van a.lle deelverza.melingen van [o, 1] die 
hetzij zelf artelbaar ~ijn hetzij een aftelb~r komp~ement hebben en zij 
µ(A) = o VAeR. µ is trivia.liter een ma.at op R. Men gaat gema.kkelijk 
na dat R een o-ri_ng is te:rwijl R gesloten is onder de opera.ties ( 1 ) , ( 2) 
en (3). Hieruit v~lgt R = !B(R); Omdat· [_o, 1] e:A en µ( [o, 1]) = O per 
defini tie volgt , dat a.l.J:e deel verza.meli_ngen van [o, 1] nul verz-amel:b1gen 
zijn. Dus A = (i)( [o, 1]) • We concluderen A r/: ~(R). µ µ 
Opmerkins;en: 
1e) In het a.lgemeen spreekt men sleohts van·Borelverzamelingen in maat-
ruimten waar de verzameling X bovendien een top0clsgi&0he ruimte is 
en waar R de ri_ng is vooJ:'.'tgebracht door de aompacte verza.melingen. 
2e) In de defini tie van ~ (R) is het niet wezenliJk d8it R een ring is. 
~ (A) is te definieren voor wi~lekeurige ·de-el.stels·els A c<P(x) a.ls 
de kleinste klasse die A omvat en gesloten is onder de opera.ties (1), 
(2) en (3). (vgl. St. 2.4) 
38 ) Zij R de verzameling der reele getallen. a is.op de gebruikelijke 
ma.nier op te vatten aJ:s topologische ruimte •. De volgende stelscls 
A van deel verza.meli_ngen geven a.anleiding tot eenzelfde klass:e van 
Borelverza.melingen: 
a) A = I, de ring van eindige verenigingen van ha.lf<?pen inte1-va.llen. 
b) A=&, de klasse van a.lle open deelverzamelingen.· 
c) '·A = G, de kla.sse van a.lle gesloten deelverzamelingen. 
'd) A= C, de kla.sse van ~lle compacte deelverzamelingen. 
Men kan dit inzien met behulp van d~ gemaltkelijk te bewijzen regel 
A c~(o) =- S(A)c 23(0). 
In het volgende geven we een construatie a.an van 23 (R). In deze construbtie 
wordt een wezenlijk gebruik gema.akt van ordinaal geta.llen en transfinite 
inductie. Deze begrippen kan men o.m. beschreven vinden in: 
HALMOS - Intuitieve verzamelingsleer (Prisma-reeks). 






j3(R) wordt a.ls volgt met transfinite inductie geconstrueerd: 
) 
Definieer B0 = R 
Zij a een ordinaalgetal > 0 en zij BB reeds geconstrueerd voor B < a. 
Dan definieren we B a.ls volgt: 
a 
1e) Als a een directe voorganger B heeft {dus a= B + .1) is B de col-
. a 
lectie verzamelingen V die te schrijven zijn op een der volgende 
manieren: 
( 1) Vis 
(2) V is 
(3) V is 
complement van een element uit BB 
veren1g1ng van een a.ftelba.re rij elementen uit BB 
doorsnede van een e.ftelbare rij elementen uit•B8• 
Omdat we rijen toestaan die uit gelijke elementen besta.an is n8cBa• 
2e) Als a een limiet ordinaalgetal is dan is B = V B. 
a B<a 8 
Deze constructie is hierdoor eenduidig bepaald tot willekeurig grote 
ordinaalgetallen toe. 
Stel dat voor zeker ordinaalgetal y geldt B = B +1• Dan zien we dat B y . y y 
reeds gesloten is onder ( 1), (2) en (3). Bovendien geldt RC B want de y 
B vormen een monotoon niet da.lende rij verzamelingen. 
a 
Dus ~ (R)c:B • y 
Omgekeerd geldt B C 9J (R); y 
Uit het gegeven volgt B0 C !8 (R) terwijl: uit de constructie de volgende 
implica.tie· valt af te leiden: 
voor B < a ..,. B c2J(R). 
a 
Met een transfinite inductie volgt da.n B c!B (R) voor ieder ordina.a.1 ... 
a 
geta.l a. 
Blijkbaa.r is $ (R) = B • Het is verder duidelijk da.t de rij B voor Y a 
a> y stationair blij:rt: B = B voor y < a. 
- . a Y . -
We tonen vervolgens a.an da.t B0 = BO+l a.ls n het eerste·overa.ftelba.ar· 




een zeker ordinaalgetal ·¥ ~O sta.tionair wordt. Verder geldt dan de 
identiteit Bn = S) (R). 




V = X '-.W met W eBff Dan is W S'B a voor zekere a < n ( n is limiet 
ordinaalgetal!), dus veBa.+ 1 cB0 • 
V = U W met W € Bn. Dan bestaat er een rij ordinaalgetallen a < n 
n n n u · n 
met W e B • Zij a = sup a , · 
n an n•N n 
Omdat a het supremum van een aftelba.re rij af'telba.re ordinaalge-
tallen is, is a zelf een af'telbaar ordinaa.lgetal, dus· a< n. Dan 
volgt WnSBa voor iedere nelN dus VeBa+'lcB0• 
V = n W met W Gt Bn gaa.t a.naloog a.an 2. 
n n n •• 
We zien dus dat Bn+ 1 c Bsl° De omgekeerde inclusie geldt ook • dus 
Bn = B'2+ 1 = $ (R). 
Opmerking. 
I 
Ook voor het geval van de Lebesguemaa.t op IR is $ (R) 'f A • Men ka.n na.melijk µ 
bewijzen dat S(R) voor ringen R van continue machtigheid hoogstens con- . 
tinue machtigheid heef't. 
Daarentegen omvat A de collectie van alle deelverzamelingen van de in µ 
opgave 5 geconstrueerde Cantor-verza.meling Sen dit is een stelsel met 
machtigheid groter dan die van het continuum. 
Voorbeeld van een niet-Lebesguemeetbare verzameling in IR. 
De niet-Lebesguemeetbare verza.meling die we in deze § construeren is een 
voorbeeld afkomstig van G. Vitali {1905). We maken hierbij gebruik van 
het feit dat de reele getallen een additieve groep vormen en da.t de ver-
zameling der rationale geta.llen Q dicht ligt.in IR. 
1. Zij E een Lebesguemeetbare verzameling inlR met O'< µ{'E) < lX>; bewijs 
, dat µ(E) = {inf µ{O) I O open in 8 en O::>E}. 
( opm. : het is voldoende te kijken riaa.r de ui twendige maat. ) 
..... 
2 .• Zij o < a < 1. Ga. na. da.t er een open verzameling O is zodanig da.t 
voor bovensta.a.nde E geldt: 
(a) 0 :>E 
(b) µ(E) > a.µ(O). 
3. Gana dat m.b.v. lemma. 5.2 uit bovenstaande volgt dater een open 
interval J besta.at zo dat · 
µ(E ()J) > a.µ(J) • 
Punt 1, 2 en 3 samengevat levert: 
lemma 5.3. Zij E een Lebesguemeetbare verza.meling met O < \J(E) <®en 
zij O < a < 1 , dan is er een open interval J zo da:c 
µ(ErlJ) > a.µ(J). 
Definitie 5.7. De verschilverzameling 6(E) is gedefinieerd door 
A(E) = {x-y I x,y sE}. 
4. Zij ·o < µ(E) < 00 • Volgens lemma. 1 is er dan een interval J = (a,b) 
zo da.t µ ( E n J) > f JJ ( J} • ~ 
Bewijs nu dat het interval L = (- b;a , b2a) geheel bevat is in ll(E) • 
. Beschouw hiertoe bij vo.ste xGL de verza.ineling {x+y I ysEOJ}. 
5. Gana dat ook indien µ{E) = ® een interval (-c,c} best-a.at da.t geheel 
bevat is. in 6(E). 
(beschouw hiertoe een deelverz~eling E' van E met µ(E'.) < Clel). 
Samengevat: 
lemma 5.4. Zij µ{E) > o. Dan is er een open interval ("'¢hd) do.t ge~1eel 
bevat is in A(E). 
6. Zij tslR. Definieer de verzameling A~ a.ls volgt: 
At = {n ·I t-n e Q}. 
We kunnen nu een equivalentiere;a.tie definieren a.ls volgt:· 
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Gana dat dit inderdaad een equiva.lentierelatie is• d.w.z. dat ,v vel-
doet aan de volgende drie eigenschappen: 
{a) ; ,., ; (ref'lexiviteit) 
(b) ; .., n =- n...,; (symmetrie) · 
( c) t"' n, n ,.,_r; -=- t,.., r; ( transitiviteit}. 
Merk bovendien op dat als ten nelR zo dat-t-n,t~,.•n is Atf\An = 9}. 
Deze disjuncte verzamelingen At heten de equivalentieklassen behorende 
bij deze equivalentierelatie. 
Kies nu uit iedere equivalentieklasse eeri representant. De verzameling. 
bestaande uit deze representanten noemen we E. Deze verzameling za.J. niet 
Lebesguemeetbaar blijken te zijn. 
Veronderstel nu dat E Lebesguemeetbaar is 
7. Gana dat AE geen open interval (-d,d) bevat. 
We kunnen dan met behulp van lemma. 5.4 concluderen dat µ(E) = o. 
8. Zij q,q'e IR met q-:; q'. 
Def'inieer de verzamelingen 
B = {x I x = q + e, e e E} 11 q 
B 
4
, = ! x 1· ; x = q, + e , e e E} • 
Ga na. dat B n B , = (i1 • 
. q q 
9. Gana: Voor iedere t~IR is er (volgens punt 6) een eeE zodanig dat 
10. Zij ~1 ,42,q3, ••• een aftelling van de rationale getallen. 
Def'inieer 
B~ = {x Ix-= ~ + e, eSE}. 




11 • Da.a.r B4n ui t E is verk:r::egen door versc~ui vi_ne; geldt 





De in punt 6 gedefinieerde verza.meling Eis niet Lebesguemeetbaa.r. 
(Voor een uitwerking van dit voorbeeld zie b.v. A.c. Zaanen .... 
An introduction to the theorr of integration~ 
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Orienterend Colloquium Maattheorie {1969-1970} 
Spreker: P. van Emde Boas 
6. Meetbare i'uncties 
Zij 't', de k.lasse der Borelverza.meli_ngen in IR. Zij .f een a-ring va.n ver-
za.melingen in X, zoda.nig da.t xe:J • 
Def. 6.1. Een functie f: X + IR* heet meetbaa.r (met betvekking tot 1) 
indien geldt: 
£"'1 (A) 6J voor iedere Borelverza.mel~ng Ae~ 
en bovendien 
Stelling 6.1: De volgende uitspra.ken zij~ gelijlcwaa~4ig: 
a.) ~ f: X + IR is meetbaar 
b) :r'"" 1( [-oo,a))ef voor iedere reele a 
c) :r-1 ( (-oo,a] )S :/ voor iedere 1·eele a 
d) :r-1 ((a,+oo] )s J voor iedere reele a 
~ e) :r-1 ( [a ,+oo] )€.f voor iedere reele a. 
* Bewi,j s: Zij ot. een collectie deel verza.melingen .van R . dan gelden de volgende 
regeltjes: 




r- 1 ( U A) = lJ{t'"'1A A 6 01.}. 
Aeot 
f-1 (IR*'\A) = X\t-1 (A}. 
Met gebruikmaking van dez~ regeltjes leiden we de aequivalenties als volgt 
a.t: 
a);==- b) t-1([ ... oo,a)) = t'"' 1({-oo})U:{"1((+.oo,a)). 
Da.ar :r~1({•oo})e.f per definitie en (~00 ,a) een Borelverzameling 
is in IR, is t ... 1 ( (-oo,a)) s:t. 
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b) -o- c) (-00,a] = n[.;.•,a + 1/n) dus. 
I n ' 
:r-1 ([-~,a]) (l) fl r-1 ( [-•,a + 1 /n)) • 
n 
Vn r .. 1((-•,a + 1/n))e'! ~ r-1([-~,a])s.f. · 
c) ~ d) (a,+co] = R*\ (-co,a] dus 
l"1((a,+•]) (~) x\:r .. 1([-~,aJ) 
d)=:> e) [a,+co] -=(\(a .. 1/n, +•] 
. n 
(vgl •. b) -.. c)) 
e) 1111110> a) { +co} • Q [n,+co]. dus 
:r-1({+co}). n r·1([n,+co])s1. 
n 
. {•co} • n*, U (-n,+co] due 
n 
:r .. 1 ({•co}) = x, U f"1 ( [-n,+co]) E:J • , 
n 
-1 . Zij verder Y • X \ t ( {+co,-co}) • 
Dan is YS ;f. Verder is het origineel van. i·e6N'e deelvenamelins 
van IR beva.t in Y; Y • t""1(ra). 
Zij C de klasse der deelverzamelingen A van rR waanow 1•1 (A)G' 3 . Dan 
. ) 
gelden de volgende uitspraken: 
i) Ieder interval [a,S) B > a zit in C. 
Immers t .. \[a,S)) • t ... 1([«,+co])\t ... 1((s,+cio).). 
ii) Als ASC dan IR\AG'C \ 
Immers f""1 (R 'A) 1111 Y \t'"'1 (A). 
C js dus een klasse deelverzamelingen van R die de halfopen, halt ge• 




vorming en vorm~ng van e.:rtelba.re verenig~ngen en &>orsneden. Dan omva.t 
c·de klasse der Borelverzamelingen 1}. 
We consta.teren da.t voor iedere A€ 1} 
Def. 6.2. Zij <X,R,µ> een maa.truimte en zij µ a-eindig en A de klasse 
der ii-meetbare verzamelingen, da.n heet f µ-meetba.a.r .. a.ls f meetbaar is 
. ., 
m.b.t. A. 
Zij 1}(R) de kla.sse der Borelmeetbare verzamel~ngen in X dan heet f 
Borelmeetba.a.r a.ls f meetbaa.r is m. b.t. J3 (R). 
Voorbeeld: Zij E een ii-meetbare verzamel~ng en XE de karakteristieke 
f'unctie va.n E; dan is XE µ-meetbaar. Ook de :f'U.nctie.f met f'(x) = O voor 
\/xcsX is ii-meetba.a.r,, immers t = X¢• 
De kara.kteristieke f'unctie_ x8 van een Borelverzameling Bis Borelmeetbaar. 
Stelling 6. 2: Zij :f': IR + IR* continµ. Dan is f Borelmeetbaar .• 
Bewijs: De verzamelingen t-1([-w,a)) ziJn a.ls ·origineel van de open ver-
zameling [-w,a) in R~, .open ·deelverzamelingen van~ en dus zeker Borel-
verzamelingen. 
Stelling 6.~: Zij f: X + R~ meetbaar (t.o.v. J ). ·Zij o > 0 cSlR~ Dan 
zijn ook de functies f + c, f - c, +cf en -cf meetba.ar. 
((:f'+c)(x) = t(x) + c, (or}{x) = c.f(x), etc.) 
Bewi,j s: Stel g = f + c, h = f - c, k = cf en .. l = .... ct. 
Dan geldt: g-1([-CIC),a)) = :f'-1([-CIC),a-c)) \ 
h""1([-oo,a)) = t-1([-w,a+c)) 
k-1([-CIC),a)) = :f' ... 1([-~,a/c)} 
1-~([-co,a)) = f ... 1((-a/c,tw]) 
De rechterleden zijn elementen van :J • 
,4 f,/1 
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Stelling 6.4: Indien f -e~ g beiden meetba.a.r zijn, dan is f + g meetba.ar. 
Bewijs: De verzameli_ngen f-1 ({+co}); r-1 ( {-00}) ,. g-1 ( {+00}) en g-1 ({-co}) 
zijn meetbaar- Hetzelfd~ geldt dan voor de verzamel~ngen 
E -= {x 0 I r(x) = +00 of g(x) = -oo} ll 
E = {x I f(x) = -co Of g(x) = +co}. 1 
Zij Y = X\.(E0UE1), da.n is YEf. 
Stel nu (f+g)(x) < a. ae-lR 
· Als a. > O kan :x:'s E0 U E1• Als x ¢ E0 IJ E1 kan f(x) noch g(x) de wa.a.rde .:!:,00 
a.annemen. Dan is (f+g}(x) = S < a. 
Er bestaat een rationaa.l getal r, zoda.nig da.t f(x) < r < a-g(x). Dan is 
g(x) < a-r. Omgekeerd als f(x) < r en g(x) < a-r volgt f(x) + g(x) < a. 
We concluderen: 
Het rechterlid hiervan is als a:f'telbare vere~iging_va.n een rij eindige 
doorsneden van elementen ui t j een element van .J. 
{
Z · voor a~ o 
Aangezien (f+g)-1([-co,a)) = 
z u E0 V E1 voor a > o 
is hierm.ede het bewijs voltooid. 
Gevolg: Als fen g beiden meetbaar zijn dan zijn voor iedere reeel ·getal 
c de volgende verzamelingen elementen van :!: 
\ 
1e) {x f(x) < g{x) + c} 
2e) {x f{x) ~ g(x) + c} 
. 3e) {x :f'(x) = g(x) +ic} 
4e) {x f(x) f g(x) + c} 
,5e) {x f(x) ~ g(x) + c} : : . 
6e) {x :f'(x) > g(x) 
.... 
+ c}. . 
•""'. 
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Bewijs: Aa.ngezien g meetbaar is, is ook _-g meetbaar, dan is ·volgens 
' . ' 
St. 6.4 ook f - g meetba.ar. De boven a.angegeven verzamel~ngen la.ten zia~ ge-
makkelijk interpreteren a.ls originelen van Borelverza.mel~ngen onder de 
functie f ""'. g. 
* * f Stelling 6.S: Zij $: ~ +fil Borel"".lll~etba.a.r (d.w.z. 4> JR is Bore.tm~et-
.._ ' 
baar) da.n is voor iedere meetba.re f'unctie t: X +B de samenstelling 
$.f' meetba.a.r. 
Bewi j s : ( $ • f f 1 ( [-00 , a ) ) = f' - 1 ( $ - 1 ( [-00 , a ) ) ) • 
Krachtens het gegeven is ~-1([-00 ,a)) een Borelverzameling in R, eventueel 
uitgebreid met de punten +00 of - 00 • 
Dan is r- 1($-1( [-00 ,a))} het origineel onder f' van een Borelverzameling 
~1 . •1 in R eventueel uitgebreid met de verza.melingen f ({+00}) off ({-}). 
Dus f- 1{cr1( [-cx,,a))) s "! , dus 4>.:f' is meetbaa.r. 
Gevolg_: Voor a > 0 5 aslR geldt: 
f: X + a meetbaar 
lrla: X + IR+ meetbaar. 
Immers de a.f'beelding x1-1- lxla voor xelR is continu en volgens St. 6.2 
dus Borelmeetbaa.r. 
Stelling 6.6; Indien f en g beiden meetba.a.1• zijn da.n zijn ook de volgende 
functies meetbaar: 
(i) ma.x(f ,g) 
(ii) min(f,g) 
(iii) f.g 
Bewijs: (i) max(f',g) = {f + g + lt-gj}/2 
(ii) min(r,g) = {r + g ... 1:r-g/ }/2 
(iii) ~.g = [(:r+g)2 ... (r-s>2]/4 
\ 
De mee·t;baa.rheid van de rechterJ..eden_volgt d003:'. gebruik te·makeri ·van ' .. 
eerdere stell~ngen,en gev~lgen. 
Def'. 6.3: Zij 
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* f: X ➔ R. We definieren nu 
:r4 = max{f ,o}, · 
f- = -min{f ,O}. 
+ . - + ... f en f' zijn beiden positief'waar~ige functies. Verder is t - t. = t; 
+ -f' .f = o. 
M.b.v. St. 6.6 v~lgt direct: 
. + - • • . f is meetbaa.r $==;> f en.f ZJ.Jn meetbaa.r. 




a1s r(x) = - ~· o ,of + · 
g(x) = 
f'(x) anders. 
Dan is g meetbaar. 
Stelling 6,7: Zij (f') ~IN een monotoon niet-dalende of' monotoon.nietM 
n ll'l::o * 
stijgende rij functies; f': X +E. Laten alle f meetbaar zijn. Dan 
· n n 
bestaat er een limietf'unctie f gedefinieerd door f(x) = lim f (x) en 
n-+<» n deze limietfunctie is ook meetbaar. 
Bewijs: Omdat voor vaste x de rij. (fn(x))ns~ een monotone rij is, besto.a.t 
voor die x lim f (x). Deze limiet is een element van~*. Op deze wijze 
n➔co n 
ka.n de limietfunctie f' zinvol gedefinieerd worden. 
Als de· rij f' monotoon niet-dalend is geldt: n . 
{x I :r(x) ~ a} = {x I V :f' (x) < a} = () {x I f (x) < a} = 
. n n 11 n 
= () :f'-1( [-oc,,a) )€ .1'. 
n n 
\ 
Omdat voor iedere n f"" 1 ( [-00 ,a)) e .:f gel.dt 
n . 
Dus :e-1( [-oo,a]) e J. . 
dit ook voor de doorsnede. 
Als de rij f : monotoon niet- stijgend is geldt: n . · .. 
.~ :, '. . ' .. 
,,r.,. • 
a~ngezien voor iedere n :r-1 ( (-oo,a)) e:f. 
n . 
Hiermede is het bewijs voltooid. 
Gevolg: Indien (fn)nelN een rij meetba.re tunct.ies is, .dan: . .zi,on· de::VPlgende 





g1 = sup f n n 
g2 = inf f'n 
n 
g3 = lim sup f'n n 
e;4 = lim inf f'n 
n 
. Bewi,j s : Met volledige inductie volgt ui t St. 6. 6: Als t 1 , ••• ,tk ~tbam-
zijn dan zijn ook max::,. f. en max f. meetbawr. 
i=1, ••• ,k 1 i=1, ••• ,k 1 
Het gevolg is nu met St. 6.7 af' te leiden uit de volgemle betrekkingen: 
sup f = lim max f. 
· n . 1 
n k-+<x> 1=1, ••• ,k 
({ max f. }km~ aiet-dalend) 
• 1 k 1 . 1= , ••• ' . 
inf fn = lim min :f { ( {. max f'i }k monotoon. niet-stijgend) 
n k-+a> i=1, ••• ,k 1=1, ••• ,k · 
limsup f = lim sup :f 
n n k-+<x> n>k n 
liminf f = lim inf' f 
n n k-+a> n>k n 
({sup fn}k monotoon niet-4alend) 
n>k . 
( Hnf f n }k monotoon niet- stijgend) • 
n>k 
Zij nu <X ,A,µ> een maa.truimte. Zij t ,g: X + R * en zij f ,g 
µ""Jlleetbaar. 
' 
In definitie 5.4 is het begrip f bijna overa.l geliJk a.an g,'.gede:finiee:rd. 
. * I Def. 6.4. De tune.tie f: X + R heet een nulfun.ctie al.s µ{x f(x) :/: O} = o. 
Gana dat een nulfunctie bijna over~ gelijk is a.an de if'unktie ♦: ♦(x) = o 
en dat het begrip f b.o. gelijlt aan g· equivalent is met '! -:· g ~s, een nul-
:f'unctie. ' ·= -;-:·' · 
·.· .t· 
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Stelling 6.8: Als f een nultunctie is da.n is f µ-meetbae.r. 
Bewijs: Zij A= {x I f(x) ;. O}. Dan is µ(A) = O dus AeA. Verder geldt 
voor iedere deelverzameli'ng Bc:A is µ(B) = o, dus ook Be.A. 
Stel nu Ea = t-1 ( (-oo,cd) ." 
Als a~ Q geldt Ea.CA dus EaeA. Als a> Q geldt X\ACEa' dus X\EcfA 
zodat (X'-E ) <=.A. Omdat A gesloten· is onder complementvonll1:ng v~lgt a . 
E &A. 
a 
Opmerking: Een nul:t'unctie is niet noodzakelijk Borelmeetbaar. Immers in· 
het algemeen zijq. niet alle nulverzamel~ngen Borelverzameli_nge~. · 
Gevolg: Als :t' meetbaar is e~ g bijna overa~ gelijk is aan t, dan is g 
meetbaar. 
Bewijs:_ g = t + _(g-:t') en g-:t' is nul:t'unctie. 
Opmerking: Zij <X,A,µ> een maatruimte geconstrueerd u~tgaande van een 
maa.truimte (X,R,µ). Zi_j l (X,µ) de klasse der µ-mee't;bare functies en zij 
b'(X,µ) de kla.sse der Borelmeetbare functies. 
De tot nu toe afgeleide stellingen leren dan het volgende: 
l. (x,µ) en ,&,(x,µ) zijn IR-lineaire ruimten. (sommen en scale.ire -
veelvouden van meetbare functies zijn meetbaar) 
;c(X,µ) en J;,(x,µ) bevatten·de limieten van rijen functies uit 
l(x,µ) resp • .&(X,µ) die pun~sgewijs conv~rgeren. 
' l (X,µ) en b' (X,µ) bevatten met ieder paar tl,mcties ook de product ... 
functie.(X (X,µ)_ en J;,(x,µ) zijn IR-A:,J.gebra.'s). 
l (X,µ) en Jj, (X,µ) beva.tten de samenst~ll~ngen + • f voor Borel-
-H- * meetbe.re ♦: R -+ R. 
58 )~a) t, (X,µ) omvat de klasse der karaltteristieke tuncties van µ""'meetbore 





5e) b) J;t (X,µ) omva.t de kla.sse der ka.rakteristieke functies. der Borel-
verze.mel~ngen. 
In de volgende pa.~agra.a.f zullen we la.ten zien dat de klassen l(X,µ) en 
.&(x,µ) reed~ geka.rakteriseerd kunnen worden door 1e), 2e) en 58 ) a.) 
resp. b): Een kla.sse functies die a.an ,e), 28 ) en 5e) a) resp." b) vol~ 
doet omva.t l, (X,µ) resp. c0-(X,µ) • 
.QJle:a.ve 6.2: Zij f,g nul:f'Uncties, AeR en zij h meetbaar. Dan zijn ook 




§7 •. Trap:t'unoties. · 
In deze paragraaf is <X,A,µ> een vaste maatruimte voortgebracht door 
een maat op een r~ng (X,R,µ). De Leb~sguemaat op de reel~ getallen duiden 
we aan met <IR,L,A>. 
" De karakteristieke :runctie van een verz. AcX notere~ we door XA• 
Voor karakteristieke functies gelden de v~lgende rekelll'.egeltjes: 
( i ) XA O XB = XA n B . 
(ii) max(xA,xB) = XAUB 
(iii) XA + XB = XA UB indien Af\B = ¢ 
(iv) XA + XB = XAUB + XAnB 
(v) Xx'\A = 1 - XA• 
Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten. 
Def. 1.1: Een trapfunctie top Xis een functie van de vorm 
k-1 
t = l a.xA '· i=O 1 i .... 
waarbij a. e lR en A.G: A. 
J. J. 
Opmerking: Een trapfunctie is dus een(µ~eetbe.re functie. 
n 
Stelling 7.1: Iedere tra.pfunctie t ·= r a,XA, is te schrijven in een 
i=O 1 1 gede.ante 
m-:1 
t = }: a.xB j=O J j 
zodanig da.t Bj () Bk = ¢ voor j :/:. lt. 
\ 
Een dergelijke-schrij:t'wijze·zullen we een standae.rdvorm VGOJ:'.t nciemen .. 




Men gaat gemakkelijk na dat de v~lgende rela.tie~ galden: · 
i) .B.flB. = ¢ voor i :/: j. Immers i :/: j ==> voor zekere v = o, ... ln-1 
l J 
is e: (i) :/: e (j) ~eg e: (i) =Oen e: (j) = 1. Da.n is B.CX'-A., en 
V " " V J. V 
B.CA • J V 
. ii) t(x) = a. voor xe.B .• Immers xeB,;=- (xe-A,<=;, e;.(j) 
J n-1 J n-1 · nil1 1 1 
= 1) q::::=;. 
t(x) = l a.xA, = l a.= l e:.(j)a. = a .• 
·-o l l ·-o l ·-o l. l J l- l- l-
2n-1 
Dust= 2 B·XB j=O J j 
e:i(j)=1 
en dit is een standaardvorm. 
N.B. U.) 1 B. = A .• Immers e:.(j) = 1 ~ B.CA. dus ·v.) 1 B.CA.; e:i{J = J l l J · l e:i(J = J l 
Zij omgekeerd xe A .• Stel n = 0 ala i.qr.A en n = 1 a.ls x e.A • Zij j = 
1 · l V V V V n-
' 2" de.n geldt e: ( j ) = n en derha.l ve x e: B . met e: • ( j ) = n . = 1 • 
v~O V V J .1 l 
Dus A. C U( • ) 1 B . • l e:i J = J 
Een ste.ndaardvorm voor een trapfunctie is geenszins uniek bepaald. In de 
eerste plaats zijn termen 8.x~ of O•XB· mogelijk die beiden geschrapt J 'I) J 
kunnen worden. Verder laten termen BiXB· en 8-XB. zich ss.menvoegen tot 
. • . l J, J . 
8. XB u B. als 8. = 8 . • Met di t soort vereenvoud1g1ngen kan men standaard-
1 i J 1 J . 




De f\mctie nul geven we aa.n met Oo 
n-1 
Voor de normaalvorm t = 2 8-XB. voor 
i=O . 1 J. 
a.) B.f'IB. = 
1 J !6 voor i :/: j 
b) a. :/= a. 
J. J voor i :/: j 
c) a. :f: o 
l 
d) B. :f: ¢ 
J. 
e) 1./ B. -= {x 
J.. l. I t(x) r/: O}. 
\ 
een trapfunctie t :/: q geldt 
.... · -~ 
••, .,' 
We zullen deze normaalvorm in het·algemeen nie~.gebruiken. 
,4, 
Stelling 7~2: Laten.t 1,t2 trapfunaties zijn en laat AEilR. Dan zijn ook 
t 1 + t 2 en At 1 trapfunaties. 
n-1 n-1 




l BJ•XBJ· j=O 
c. =A.' y. J J J 
c. = B. ' J J-n 
, de.~ geldt 
= a. voor O,::. j ~ n-1 J 
y. = f3 • voor n 
.::. j .::. n+m-1. J J-n 
m-1 n-1 
Opmerking: Als. t 1 = l a,XA• en i=O 1 1 t 2 = l '3·XB standaardvormen zijn, j=O J j 
is een standaa.rdvorm voor t 1 + t 2 segeven door 
waa.rbij y •• = a. + 13, en C .. = A. f'\ B .• 
J.J J. J J.J J. J 
Stelling 7.3; Laat f een meetbare niet-negatieve functie zijn. Dan be-
sts.at er een monotoon niet-dalende rij trapfunaties tn die pµntsgewijs 
naar f convergeert. 
\ 
. k. 




I -k · -k Ak . = {x j ,2 · .::. f(x) < {j+1) .2 }. 
,J 
OW,dat [i"t,+00] en Ll .2-k ,(j+1 )2-k) Borelverzamel~ngen zijn, zijn de 
verzamelingen ~ . meetbaar. De verza.melingen ~ . zijn voor vaste k 
. ,J k.2k ,J 
onderlina disjunct. Tenslotte geldt X = U .A... •• 
. o . . j=O --k,J 
k,2k 
Stel nu tk = l 
j=O 
. -k J,2 ,XA • 
k,j 
tk is _een trapfunctie (de boven a~ngegeven vorm is een standaardvorm). 
Verder geldt tk .::_ f. Immers zij xGX dan xe.Ak . voor ;precies een j. 
. -k . . . -k ,J Dan is tk(x) = J.2 terw1Jl f(x).::. J.2 




j = ( k+ 1 ) • 2k+ 1 
U A • 
._k 2k+1 -1'::+1 ,J J-. 
k Voor O .::_ j < k. 2 en x.s:~ . is dus 
. ,J 
.. 2-k J. 
(2j+.,1.) • 2-(k+1) 








> k,2 , 
Dus tk.:. tk+1 op de gehele X. De rij (tk)k is dus monotoon niet-da.lend. 
Tenslotte dienen we te bewijzen _dat tk(x) -+ f(x) voor iedere xsX. 
Stel eerst f(x) ..: 00 • Er is dan een k0s IN met f(x) < k.0 •. · 
Voor k ,:;,k0 bestaat er een j met O ~ j .:::_k.2k zodat j.2-k .:::_ f(x) < (j+1).2-k. 
Dan volgt per definitie: 
t ( ) . 2-k k X = J• dus 
Hieruit volgt lim tk(x) = f(x). 
k+oo 
-k 
< 2 • 
Stel vervolgens f(x) = +00 , Dan geldt voor iedere kc:. N 
tk(x) = k. 
Dus li~ tk (x) = 
k+oo 
Hiermede is het 
lim k = 00 = f(x). 
k+oo 
bewijs voltooid, 
x~A k dus 
k,2 .k 
Stelling 7,4: Zij f een meetbare funotie. Dan bestaa~ er een rij trap-
functies tn die puntsgewijs naar f convergeert. 
Bewijs: Volgens St. 7,2 is er een monotone rij trapfµncties un die punts- ~ 
gewijs.nae.r f+ convergeert en een monotone rij vn die puntsgewijs ne.ar 
f convergeert. Kiezen we u en v zoal_s in het bewij s van St. 7. 3 dan 
·n n 
is het duidelijk dat un en v n voor geen enkele x .s X beiden ongelijk nul 
zijn. 
Voor vaste x sx is de r:i.J un (x) vn (x) een monotoon niet-de.lende resp. 
niet-stijgende rij al naa:r gelang f(x) positief of nege.tief is. Hieruit 
volgt dat de rij trapfuncties~un - vn ~un~sgewijs convergeert. De limiet-
functie is juist f = f+ - f-. 
,. 
Opmerking: St. 7.4 lae.t zien dat iedere meetbare :f'unctie een limiet van 
trapfuncties is. Dit rechtvaar~igt de uitsprae.k ged.aan a.an het slot van §6. 
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·Een lineaire ruimte van functies die de kara.kteristieke functies van 
meetbare verzs.m.el~ngen omvat, bevat alle trapfuncties. Als deze lineaire 
ruimte ook ~og de limiet:f'uncties van pun~sgewijs conv~rgente rijen bevat, 
bevat hij v~lgehs St, 7.4 alle meetbare functies, 
Opgave 7,1: Als ten u trapfuncties zijn, is ·ook t~u een trapfunctie. 
Opgave J.2: Gana hoe de bovenbeschreven theorie anal~og kan worden op-
gezet voor karak.teristieke functies van Borelverza.melingen en Borel-
meetbare-functies. 
Lemma 7.5. Zij t en u = 
(A. f\ B. :j. ¢ ==> a. = S. ) 
J. J J. J 
V{A. I cc../. o} =u {B. I rL .& o}. i J. J. T j J J T 
Bewijs: Stel t = u, en voor A.rl B. =I- ¢, dan geldt voor xe.A.n B.: 
·- J. J . J. J 
a. = t(x) = u(x) = e .• 
J. J 
Bovendien geldt: 
xeU {A. I a. :/- O} <==.> t(x) :j. O ~ 
. i J. J. u(x) =I- 0 
Omgekeerd zij .aan de voorwaarden van het lemma voldaa.n; 
Als t(x) = o, dan xrfi.-V{A. I ct. :f. O}, dus xe:u{B. I e. :f O}, 
J. _i J. . j J J 
u(x) = O. 
Ala t(x) =I- O, da.n xGAi voor zekere i,- dus t(x-) 
en ·xeBj voor zekere j, dus u(x) 
. Maar X s A. n B . dus Ct • = e . ' m. a. w. t ( X) = u ( X) • 
J. J J. J 
= a., 
l. 
= e .. 
J 
m.a.w.--
Stelling 7,6. Zij t = ! ~~XA, 
i=O 1 1 
= r S·XB twee standaardvormen voor j=O J j 
die trapfunctie t. 
Dan zijn de volgende twee reel~ getalle~ gelijk: 
! a:µ(A.) = I e.µ(B.). 
i=O 1 1 j=O J J 
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Bewijs: Uit lemma 7•5 v~lgt ·aat 
a. = S. voor A. n B. :j: ¢ 
J. J J. 'J 
en { U A. I a. :j: 0} = { U B. I S . :j: 0}. 
• l 1 J 'J l. . 
Daar tin standaardvormen is geschreven, zijn de verzamel~ngen Ai paars-
gewijs disjunct, dus 
! a.µ(A.) 
i=O i 1 
= I a. r µ(A.AB.) 
i=O 1 j=O 1 J 
= I f !3.µ(A.f'IB.) (wegens lemma 7.5) 
i=O j=O J 1 J 
= -r 13. r µ(A.() B.) j=O J i=O 1 J 
= [ 13,µ(B.) 
u=O J J 
n-1 
(daar de B. paa~sgewijs disjunct 
J 
zijn). 
Stelling 7, 7: Zij t. 
standaardvorm en zij 
= ) "i XA. een posi tieve trap:f'um:tie niet noodzakelijk in 
i=O 12n-1 
t = \ S,XB de in St. 7.1 geconstrueerde l J J. j=O 
staandaardvorm. Da~ gel~t: 
n-1 l a.µ(A.) 
i=O i 1 
S.µ(B.) •. 
J J 
Bewijs: We schrijven j =· 0., ••• ,2n-1 als 
j = E:o(j) + 2E:,{j) + ••• +.2n-1sn~1(j) 
Stel AO= Ac en A1 = A dan geldt 
E:o(j) e:,(j) E:n_,(j) 
Bj = A0 () A1 1-l ••• 0An-i 
n-1 






2n-1 2n-_, n-1 
) B.µ(B.} = \ ( I. t:.(j)a. )µ(B.) = I. l j=O J J j=O i=O l l J 
·n-1 2n-1 n-1 2n-1 
= l l t:.(j)a. µ(B.) 
. i=O j=O · i. i J = I a. I i=O i j=O c:.(j)µ(B.) = l. J 
n-1 n-1 
= l a. µ ( u( , ) 1 . B.) = l o.. µ (A. ) ( zie St. 7. 1 N. B. ) i=O l. &i J = J i=O 1 i 
Hetgeen te bewijzen viel. 
Stelling 7.8: Zij teen trapfunctie t = I aixA., t ;:_ 0 de.n hangt het 
p-1 i=O i 
. getal .l aiµ(Ai) niet af van de gekozen presentatie van t. 
1=0 
Bewi1j s : Di t v~lgt onmiddellij k ui t Stelling 7. 6 en 7. 7. . 
Het gevonden bed.rag I dat blijkbaa.r alleen van t a.fha.ngt noemen-we de 
integraa.1 van t met betrekk~ng tot de maat µ. Note.tie 
I=Jtdµ. 
x· 
Stelling 7,9: Zij t en.u positieve trapfuncties en zijn A> Oda~ geldt: 
j t dµ + J u.dµ ~ f (t+u) dµ 
X X X 
I >.t dµ = A 
X 
I t dµ •. 
X 
n-1 m-1 
Bewijs : Stel t = l a. XA · , u =. I e . XB 
i=O i 1 .. . j=O J j 
a.ls in St. 7.2. 1 
Verde~ geldt J t dµ +Judµ= ~I aiµ(Ai) 
• X X 1=0 
n+m-1 
dan ie t+u = l yixc. 
i=O · · :i. 
m-1 









=i. l a.µ(A.)=h 








Orienterend Colloquium Maattheorie (1969-1970) 
Spreker: J. de Vries 
8. Het integraalbegrip. 
Zoals reeds in §1 (pag~ 2) is opgemerkt, gee:ft het begrip "Lebesgue-
maat" aanleiding tot een integraalbegrip, dat algemener is dan het 
integraalbegrip van Riemann. We zullen dit integraalbegrip hier in 
het kader van de abstracte maattheorie inieroduceren. 
Het uitgangspunt is een vaste maatruimte (X,f,µ), waarin X een 
( 
niet-lege verzameling is,~een cr-ring van deelverzamelingen van X 
z6, dat X € ::f , en µ een maat op :J . In tegenstelling tot het gebruik 
in vorige paragrafen (vgl. pag. 29) eisen we niet, dat i de cr-ring 
van alle µ-meetbare verza.melingen is. Het enige bezwaar, dat men 
tegen dit algemenere uitgangspunt kan hebben, is dat nu niet nood-
zakelijk hoeft te gelden: als AC B met Beien µ(B) = O, dan is 
A ei (en µ(A)= d). Vgl. stelling 5,5, Indien deze eigenschap wel 
geldt, zullen we de maatruimte.(X,~,µ) volledig noemen, 
Het begrip "bijna overal." is in def. 5.4 via de maatruimte 
(X,A,µ) gedefinieerd, waarin A de a-ring van alle µ-meetbare ver-
zamelingen is. Om niet voortdurend op Ate moeten terugvallen bij 
het hanteren van dit begrip, geven we hier een algemenere definitie: 
Def, 8.1. Een eigenschap P(x) (x 6 X) geldt bijna overal, indien er 
een A E. i is met µ(A) = 0 zo, dat 
{xix e X & P(x) is niet waar} G, A~ 
dat wil zeggen: 
. Vx s X : x ~A··...,. P(x) is waar. 
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Opmerking 1°. de verzamelingen {xix e X & P(x) is niet waar} en 
{xi~ 6 X & P(x) is waar} behoeve~ niet toti' te behoren. 
2°. als j = A, is def 8 .. 1 equivalent met def'. 5. 4. 
* We zullen een functie f: X + R meetbaar noemen, als en alleen als f 
meetbaar is met betrekking tot -:J (def 6.1). Indien men het bewijs van 
stelling 6.8 en zijn gevolg analyseert, dan blijkt: als (X,f,µ) een 
volledige maatruimte is, dan volgt uit f is meetbaar en g is bijna 
overal gelijk aan f: g is meetbaar. 
Als de maatruimte niet volledig is, dan hoeft deze bewering niet 
juist te zijn: 
Voorbeeld. Als.(X,-J,µ) niet volledig is, is er eenAe,';;/ met µ(A)= 0 
en een B c A met B ¢;:f. De functies f = XA en g =.xB zijn bijna 
overal gelijk: 
{xix€ X & f(x) ~ g(x)} =A\ B 
en A, B c A met µ(A)= O. Voorts is f wel en g niet meetbaar. 
,Wat zijn nu de eisen die men redelijker wijs aan een integraalbegrip 
kan stellen? Op grond van intuitieve overwegingen ( "_oppervla.k ender 
de grafiek") liggen de volgende eisen voor de hand: ~7 
1°. De verzameling integreerbare functies is een lineaire ruimte: 
lineaire combinaties (puntsgewijs) van integreerbare functies 
zij_n weer integreerbaar. 
2°. Aan iedere integreerbare functie f is een eindig reeel ·r(f), 
zijn integraal, toegevoegd. 
3°. I is lineair: als f 1 eR f 2 integreerbare functies zijn, dan is 
~
0
• I is positief: als f integreerbaar is ~n f ~ O, dan is I(f) ~ O. 
Bovendien is het niet onredelijk om te eisen, dat integreerbare 
functies niet te "wild" zijn. We zullen van de yerzameling der 
integreerbare ftlncties daarom ook nog eizen: 
5°. Integreerbare functies zijn meetbaar. 
6°. Integreerbare functies zijn bijna overal eindig, dat wil zeggen: 
als f integreerbaar is, dan is er een As! met µ(A) = 0 zo, dat 
{xi X e:. X & f(x) e R*' R} C A • 
.!!.:.&· Daar f meetbaar is, is op grond van def. 6.1 
dus in dit geval betekent 11f bijna overal eindig", dat 
µ({xlxeX&f(x)ea*, R})=O. 
A. Inte_g_reerbare tr9functies. 
, 
Qpgave. Toon aan, dat een functie f: X-+ lR·een trapfunctie is a.ls en 
alleen als f een meetbare functies is, die slechts eindig-veel waarden 
aanneemt. 
Def. 8.2. Een trapfunctie f: X-+ R heet integreerb~ar, indien 
µ{{x €XI f(x) ~ O}) < w. De verzameling der integreerbare trap- ~ 
functies duiden we aan met ::10 • 
Lemma 8.3. Indien f: X-+ ~ een trapfunctie is, zeg f = 
met E. €. '! en c1, ~ 0 en E. n E. = 0 voor i, j = 1 , ••• , n, dan geldt: l. . l. J 
Bewijs: Voor elke j e {1, ... , n} is 
n 
E. c {x € X I f(x) ~ O} = U E. 




µ(EJ.)<µ({xe.X f(x):/:0})~ l, µ(Ei). 
i=1 
Hieruit volgt onmiddellijk het gestelde. 
Stelling 8. 4. Indien f, g e 'tl0 , c e JR en A G-:! , dan behoren de 
volgende functies alle tot I 0: 
cf, f + g,_ jrj, max (f,g), min (f,g), f\ f-, xA fen f.g. 
Bewijs: Alle genoemde functies zijn volgens de stellingen 6.3, .6.4 
en 6.6 meetbaar, terwijl ze elk slechts eindig veel wa.arden aannemen. 
Dus het zijn alle weer meetbare functies (zie bovenstaande opgave). 
De integreerbaarheid kan nu direct aan de' hand van definitie 8.1 
geverifieerd worden. Bijvoorbeeld: 
{x e X j(f+g) (:x:) :/: .o} c {x €XI f(x) :/: O} v {x e XI g(x) ~ o}. 
Als f, g €'j0 , dan is~het rechterlid een verzam.eling met eindige 
maa~, dus ook het linkerlid, dat wil zeggen: f + g E:°tl0 • 
. Voor de andere functies gelden analoge bewijzen. 
Notatie: f A g = inf (f ,g} en f \/ g = sup (f ,g). 
Lemma 8.5. Indien f e'!J 0 , en a.ls 
n m 
f = l a• XA = l B • XB · 
i=1 1 i j=1 J. j 
twee verschillende voorstellingen van f zijn, dan is 
n m 
·}: .a. µ(A.)= I B· µ(B.). 
i=1 1 1 j=1 J J 
B~wijs: Daa~ f ej0 , is µ(Ai)<® en µ(Bj) < ® voor alle i en j. 
Daar de ai en Bj eveneens eindige reele getallen zijn, gaat het bewijs 
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van stelling 7.7 (en dus de juistheid van 7.8) door,indien men de 
eis laat vallen, dat alle a.> 0 en e. > O. 1== J== 
Def. 8. 6. Als f e:. "!l.0 , dan versta~ we ender de integraal van f 
(over X, met betrekking totµ) het eindige reele getal I(f), dat als 
volgt gedefinieerd is: 
n. n 
als f = l - a. XE., dan is I(f) = l a. µ(E.). 
i=1 1 1 i=1 1 1 
Opmerking. Uit lemma 8.5 volgt, dat I(f) ondubbelzinnig gedefinieerd 
is voor f € ':l.0 , en uit de definitie van ~O volgt, dat I(f) een eindig 
reeel getal is. 
Stelling 8.7. Indien f, ge:.-:l:0 , ce IR en E e=f met µ(E) < Q), dan 
geldt 
1°. I(cf) = C I(f). 
2°. I(f+g) = I(f) + I(g). 
3°. XE~ -n.o, en I(xE) = µ(E). 
Dus I : 1).0 + It} is· een linea.ire functie. Als ook J : !J.0 + 1R 
een linea.ire functi~ is die a.an 3° voldoet, dan is 
I ( f) = J ( f) voor alle f s 1l O• 
. . o 30 . . . . l 20 Bewias: 1 en z1Jn.tr1v1aa., en ga.a.t geheel analoog aan het 
bewijs van stelling 7.9. 
Indien J :~ 0 + IR a.an 3° voldoet en bovendien lineair is (da.t wil 
zeggen: a.an 1° en 2° voldoet), dan geldt voor willekeurige re -rl 0 , 
n 
zeg f = I c. XE. met E:-£:i en µ(Ei) < Q): j,. 1 i=1 1 
n n 
J(f) = I C• J(xE. ) = I c. µ(E.) = I(f). 1 1 1 . i=1 1 i=1 
,. 
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,Stelling ·8.8 .. De integraal I: 1)0 -+ R heeft de volgende eigenschappen: 
1°. I is strikt positief, dat wil zeggen: 
(a) f €-j 0 & f ~ o (b.o) ➔ I(f) ~ o. . 
(b) f S~o & f > 0 (b.o) & I(f) = 0 =9 f = 0 (b.o). 
2°. I is monotoon: f, g €.~o & f ~ g (b.o) ~ I(f) ~ I(g). 
3°. I is constant op e~uivalentieklassen van b.o: gelijke functies: 
f, g e. -:JO & f = g ( b. o) ➔ I { f) =. I ( g). 
4 °. \if € ·'j O : I f I s 'j O en I I ( f) ·I ~ I ( I f I ) • 
5°. Vf£"j 0 : f. ~ .o (b.o)# r(lrl) = o. 
6°. Indien Ae.-:f en µ(A)<"", dan is voor fe:j 0 : 
inf {f(_x) I x e A}. µ{A) ~ I( X.Af') ~ sup {f'(x) I x 6 A}. µ(A). 
Met name is dus 
II{f)j ~ sup {lt(·x)I Ix€, X}. µ({x e XI f{x)::} O}). 
Bewijs: 
1°. We bewijzen (a) en (b) gelijktijdig. 
n. 
. . (/ 




I(f') = L 
i=1 
a. µ(E. ). 
1 1 
· Hierin is µ{E.) > 0 voor i = 1, ••• , n. Dus geldt: 
1 == . 
als voor zekere i ai ~ O, dan is ai µ(Ei) ~ O. 
als voor zekere i ai < 0, dan·is EiC {x e,X I f(x) < O}, en 
aangezien f ~ 0 (b.o) is het rechterlid van deze inclusie beva.t 




µ(Ei) = O; in dit geval is dus ai µ(Ei) = O. 
Conclusie: a. µ(E.) > 0 voor i = 1, ••• , n. 
J. J. = 
Bijgevolg is I(f) ~ O. 
Indien I(f) = O, dan moet ai µ(Ei) = 0 voor i = 1,· ••• , n. 
We hebben aangenomen, dat alle a.~ 0 zijn, dus µ{E.) = 0 voor 
J. J. 
i = 1, ••• , n. Dus is 
n 
{x e X I f(x) ~ O} = U E. 
i=1 J. 
een verzameling die totj' behoort, en.waarvan de maat nul is. 
Met andere woorden f = 0 (b.o), 
10 
2°; f < g (b.o) =9 g - f ~ 0 (b.o) -==9 I(g) - I(f) = I{g-f) ~ O. 
3°. f = g (b,o) is equivalent ~et f ~g (b.o) en f ~g (b.o). 
0 . Wegens 2 is dus I(f) ~ I(g) en I(f) ~ I(g). 
4°. Op grond van stelling 8.4 is Ifie "!l 0• Voorts is op geheei X 
- lfl ~r ~ Jtl, 
dus met behulp van 2° volgt hieruit 
- I( 1£1) = I(-ltl > ~ I(f) ~ I( ltl) 
hetgeen niets anders betekent dan 
!r(r)I ~r(!r]). 
· 5°. Voor alle xex geldt: f(x) ~ 0# ]t!(x) = lt(x)! r/, o. 
Bijgevolg is f = 0 (b.o) # lfl = 0 (b.o). 
Als !ti = O (b.o), dan volgt uit 4°: ·r(jfj) = O. 
Als I( It]) = O, dan v9;i.gt uit 1°(b): If! = 0 (b.o). 
Dus: l:fl = O (b.o) ~ I( Ir!) = O. 
6°; Zij h = XAf. Dan is h een traptunctie, he 1'.l 0 , en dae.r 
) 





m = inf {f(x) I x s A} en M = sup {f(x) I x GA}. 
Uit 2° en uit stelling 8.7 volgt nu: 
m µ(A) ~ I(h) < M µ(A). 
De juistheid van de laatste bew~ring kan aangetoond Worden, door 
de ·zo juist afgeleide ongelijkheid toe te passen.op jrj met 
A = {x e X I f'(x) =, O} : daar f' meetbaar is, is A e. ::f, en daar 
f' 6 j 0 , is µ(A) < 00 • Met behulp van 4° blijkt nu: 
jr(r)I ~-r(lrl) ~ sup {lr(x)l 
= sup { lf'(x) I 
X€A}. µ(A) 
X €. X}. µ (A) • 
Stelling 8. 9. Als f' een trapf\mctie is, g e. -::)0 en O ~ f .i g, da.n is 
f 61)0. 
Bewijs: Uit O ~ f' ~ g volgt: r'(x)_ :j: 0 ~ g(x) :j: O. Dus 
{x € X I f'(x) :f: O} c {x s X I g(x) :f: O} 
en daar het rechterlid een eindige maat heef't, heeft ook het linker-
lid een eindige maat, ofwe-J.. f' e ~ 0 • 
Opgave. 
1°. Zij fe"'j 0 , en A, B<:,'::imet An B = f. p, . • 
.Dan is I(xAf) + I(xBf') = I(xAYBf). 
· 2°. Als E, F €,~met E ~ F, dan is voor f' e --:l0 , f >,O: .... 
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Lemma 8. 1 O. Zij. {h ·} 00 een monotone rij_ in 't)0 zo, da.t hn + 0 ( n-+oo) , n n=1 
(dat wil zeggen: hn+1(x) ~hn(x) en lim hn(x) = 0 voor a.lle x s X) n-+oo 
Dan is lim I(hn) = O. 
n-+co 
Bewijs: Zij F = {xs XI h1{x) ~ O} en zij M = sup {h1(x) Ix 6 X}. 
Daar h1 e. -::)0 is µ(F) < 00 • c 
La.at e: > 0 ge_geven zijn. 
Voor n = 1, 2, .• .. definieren we 
Daar h :ineetbaar is, is E e. ':!. Voorts is E c · {x e: X I h {x) ~ o:} c F, 
· n n n n 
en tenslotte volgt uit h + 0 voor n-+ 00 , dat 
. n 
00 
F 9 E1 ::> E2 ::) ~3 • • • en n En = ¢. n=1 
Aa.n alle voorwaarden van Gevolg 2 op pa.g. 11 is nu volda.an, dus 
lim µ{En)=µ(¢)= O. 
n-+00. 
Er is dus een n0(e:) zo, dat µ(En)< e: voor a.lle n ~ n0(e:). 
Merk op,.da.t voor alle n geldt: 
Immers 
voor alle x €, X: 
als x tF, danish (x) = O, dus beide leden zijn nul; 
n 





hetzij XG F, En (dan XE (x) = 0 en XF\E (x) = 1). 
n n 
Uit stalling 8.8 (6°).volgt nu: 
en 
I(xE hn) ~ sup {hn(x) I x ~ En}. µ(En) ~ M. ii(;En) 
n 
I(xF\E hn) ~ sup {hn (x) I x e; F, En}. µ(F\En) ~ e: µ(F). 
n 
Dus is 
0 < I(h ) < M µ(E ) + e: µ(F) < (M + µ(F)) e: c == n- n === 
voor alle n ~n0 (e:). 
Hiermee is het gestelde aangetoond. 
CIO • 
Stelling 8. 11. Zij f € :}0 en {fn} e~n rij in :.,0 z6' da.t n=1 
f t f (n-+oo). Dan is 
n 
I(f) = lim I(f ). 
. n 
n-+oo 
Bewijs: Zij h = f - f. 
n n 
Dan hn i O, dus volgens-lemma 8.10 is 
lim I(h) = O. 
n-+oo. n 
Hierin is echter I(h) = I(f-f) = I(f) - I(f ), dus 
n ... n n 





Ter recptvaardiging van de volgende def'initie merken we het volgende 
op: als :f: [a,12] + IR een begrensde f'unctie is, dan worden de Riemann-
integreebaarheid en Riemann-integraal van f gedefinieerd met behulp 
van een benadering van f door trapfuncties yan een,zeer speciale vorm, 
namelijk trapfuncties van de gedaante 
waarin a = a0 < a 1 < a2 < ••• < an = b een verdeling van [a,b] in 
deelintervall-en is, en .; . e ra .. 1 ,aJ voor i = 1, ••• , n. l. ~ 1.- l; 
Aangezien we nu aan algemenere verzamelingeneen maat, en derhalve 
aan algemenere trapfuncties een integraal kunnen toevoegen, ligt het 
voor de hand, om deze algemenere trapfuncties ook te gebruiken in de 
definitie van integreerbaarheid en integraal. 
* Def'. 8.12. Zij f: X+IR eenf'µnctie, :f> O. 
We noemen f' integreerbaar (over X met betrekking totµ) als er een :. 
00 
rij {f} van integreerbare trapfuncties bestaat (dus: elke f'unctie 
n n=1 
fn s :}0 ) zo dat 
1°. 0 ~ :fn(x) ~ f'n+ 1(x) en lim fn(x) = f(x) voor alle x 8 X, of n+oo kortweg: 
0 < f t f. 
== n 
2°. De rij {I(f'n)} 00 is begrensd. 
n=1 
Onder de integraal van f' (over X met betrekking totµ) verstaan we 
in dat geval het niet-n~gatieve reele getal 
f f' d µ : = sup . { I ( f )} = lim I ( f ) • nelN n n+oo n 
* De verze.meling der niet-negatieve integreerbare functies f': X + IR 
' + 
' duiden we aan met ':J • 
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+.-Als A c ':!, dan heet een functie f: X + IR , f ~ 0, integreerbaar over 
!, indien xA f G -:3+, en in dat geval heet 
de integraal van f over A (met betrekking totµ). 
0:pmerkingen. 
1 °. Ui t de defini tie volgt: f € "':J+ ~ f is monotone limiet van een 
stijgende rij trapfuncties, Daar trapfuncties meetbaar zijn, 
volgt uit steliing 6.7: niet-negatieve integreerbare functies 
zijn altijd meetbaar. 
2°. Als f e:)+, dan lijkt op het eerste gezicht de waarde der inte-
graal ff d µ af te hangen van de keus van de rij {fn} in --:}0 met 
0 .::_ fn t f. Dat dit niet het geval is blijkt uit het volgende 
lemma: 
Lemma 8.13. Laten {f} 00 en {g} 00 rijen in:l0 zijn zo, dat voor n m n=1 m=1 
+.-
zekere functie f: X ~ IR geldt: 
(dus automatisch: f meetbaar en f ~ O; merk op dat ~ geeisd wordt 
dat f ~ -::J+) • Dan is 
sup I ( f ) . = sup I ( ~) • ( = eventueel + 00 ) • ' 
naN n msiN 
Bewijs: Zij N = sup I(f l.en M = sup I(o:: ). , 
nGN n mi!N -m. 
Voor elke vaste m S IN geldt dat: 
O<f /t.o:: tfAg =g (n+«>). 
=n -m. mm 
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Uit stelling 8.11 volgt dan, dat 
0 < I{f A tz. ) t I{g ) (n + co). 
= n -m m 
Echter volgt uit de monotonie van I: 
f A tz. < f. en·dus I(f A tz.) < I(f) < N. 
n -m = n· n -m = n = 
Dus I(~} is limiet van een rij getallen, die alle ~N zijn; bijgevolg 
is 
I(~} ~ N voor alle me. IN 
Maar dan is ook M .::_N. 
Analoog blijkt: N ~M. Dus M = N. 
Stelling 8.14. Zij ~: X ➔ R~, f ~ 0 een meetbare functie, zij.g s~+ 
en zij O ~ f ~ g. Dan is ook f e :i+, en 
I ·f d µ ~ f g d µ. 
Bewijs: Uit definitie 8.12 volgt, dater een rij g1~ g2 , ••• in ~O is 
zo, dat 
0 < g 
- n 
t gen f g_ d µ := sup I(gn) 
ne(N' 
Uit stelling 7 .3 volgt bovendien nog·, dat er een rij trapfuncties 
f 1, r2 , ••• is zo, dat o ~ fn t f. 
Zij nu hn = fn A gn :voor n = 1, 2, •••• 
Voor alle n = 1, 2, ••• geldt nu: h is een trapfunctie. 0 < h ·< g. 
. n • J - n - n· 
dus (stelling 8.9) hn € 1J0; bove~dien is I(hn) ~ I(gn) ~ g d µ < co. 





De rij h 1, h2 , ••• voldoet dus aan de voorwaarden van def. 8.12, dus 
f e "!)+, en voorts is 
I f d µ = sup _I ( hn) ~- f g d µ • n~IN 
Gevolg. Indien f €-:::\+ en g: X + a*, g ~ O meetbaar is, dan is 
+ fAge."j • 
Bewijs: f Ag.is meetbaar en O ~f A..g ~f met fe:~+.. 
Stelling 8.15. Zij .-re -0+. Er geldt: 
1°. Ve > 0: µ( {x e X I f(x) ~ d) < 00 • 
2°. Er is een rij {F n} 00 in ;f met µ(F n) < 00 voor alle n, zo, dat 
. n=1 
{x G X I f(x) t,. 0} = U Fn, 
n=1 
-1 ( ) . . dat wil zeggen: X \ f • 0 heeft een O'-eindige maat. 
BewiJs: 
1°. Na verk.leining vane blijkt het (nodig en) voldoende te zijn om 
aan te tonen dat· 
µ({x €XI f(x) > e}) < 00 voor elite e > o. 
Zij r 1 , r2 , ••• eeri rij in -=.10 met O ~ fn t fen 
Zij En = {x a X I fn (~). > e} en E = {x e X I r(x) > e}. · 
Daar f en elke f meetbaa.r is, is E s•j> en E r;,, ::J (n=1,2, ••• ). 
n n 
Voorts volgt uit 0 ~ fn t f nu gema.kkelijk.dat 
00 





Uit Gevolg 1 op pag. 10 volgt nu: 
µ(E) = lim µ(En). 
n-+<x> 
Daar fn(x) ~ e: voor a.lle .x € En, volgt uit.de stellingen 8.8 (6°) 
en 8.8 (2°): 
Dus is 
e: µ·(En) ~ I(xE :t') ~ I(:t'n) ~ f :t' d µ_. 
n 
µ{E) < l ff d µ voor a.lle n € IN. n ==e: • 
en na. limietovergang voor n + m.volgt hieruit: 
µ(E) ~ .1 f :t' d )l < m • • • 
- e: . 
2°. Neem F {x € X I f(x) > .1} .en pas 1° toe. n == n . 
Gevolg 1. Als r een trap:t'unctie is, :t',;;. o, dan geldt: 
In dat geval is J :t' d µ = I(:t'). 
Bewij s: Zij :t' e "'j0• 
Neem fn = r voor alle n € M. Dan is { ~} m ~ ~ een rij in JO me~ 
n n=1 
.·o ~ :t'n + :t' e:t_l sup I(fn) = I(:t') < m. 
nelN 
Volgens def. 8·.12 is dan .. ~ €. -::l+ en. r :t' g J.J = I(:t'). 
• • ......+ Omgekeerd: ziJ :t' e ..J • 
Da.ar f ~ 0 en daar f slechts eindig veel waarden a.anneemt, is er 
een e: > O zo, dat 
e 
Vx e.X :t'(x) :j:. 0 ➔ :t'(x) ~ e:. 
Dus is 
{x e X l f(x) :/: o} c {x s X I f(x) ~ d. 
De verza.meling in het rechterlid ~eeft volgens stelling 8.15 een 
eindige maat, dus ook de verza.meling in het linkerlid. Dus f e"!:10 . 
Gevolg 2. Als .f €. -=:>.:, · dan is f meetbaar en f is bijna overal eindig, 
. -1 dat wil zeggen: µ({f (=)}) = O. 
Bewijs: Dat f meetbaar is, is reeds opgemerkt na def. 8.12. 
Definieer voor n = 1, 2, ••• de verza.meling En door 
En = {x e X I f(x) ~ n}. 
Daar f meetbaar is, is En e. ':i. Dus n XE is een meetbare functie. 
n Aangezien 
0 < n X < f 
.... E· == 
n 
volgt uit stelling 8 .. 14, dat 
n XE G "j+ en f n XE d µ ~ I f a µ. 
n . n 
Uit Gevolg 1 volgt, dat' f n XE d µ = I(n XE ) =· n µ(En), zodat · 
n . n 
n µ ( E ) < f f d µ, o:f'wel µ ( E ) < l f f d " • · n - n·-n .. 
Daar.f-1({=}) c E voor alle n, is 
n "'. 
o < µ(f- 1({=})) < l ff d µ·voor alle n GM 




·1 °. Men had ook de laatste formule ui t het bewijs van stelling 8. 1 5 
. 0 (1 ) kunnen gebruiken om(;.-) aan te tonen. 
2°. We hebben nu het integraalbegrip uitgebreid van trap~uncties tot 
niet-negatieve meetbare functies. We zullen aantonen dat het 
door ons gedefinieerde integraalbegrip aan de gestelde eisen 
voldoet. Merk op, dat nog een verdere uitbreiding noodzakelijk 
• -1+ k . .i. • • 1 ....,_+ 0 is : ..J an geen vectorruim11e ZJ.Jn, want a s f € J en c < , dan 
is cf~ o, dus cf ka.n niet tot~+ behoren. 
Stelling 8. 16. Als f, g € -:)+, c ~ 0 en A € ':f, dan geldt: 
1 o. c f € "':) + en J ( C f) d µ = c I. f d µ • 
2°. f + g 6 :;+ en f ( f+g) d µ == J f d µ + J g d µ. 
3°. xA f €. --::l+ en IA f d µ = f XA f d µ~ff d µ. 
Bewijs: Laten {f} ~ en {gn} ~ rijen in "!J0 zijn zo, dat n n=1 n=1 
O < f +·fen O < g t g (n-+ ~) 
- n - n 
terwijl 
1°. De rij ·{c fn} ~ behoort tot :)0 , en da.a.r c ~ o, geldt 
n=1 
O ~ c fn t cf (n + ~) 
en sup I(c fn) = sup c I(fn) = c sup I(fn} 
2°. De rij {fn+gn} ~ beh~~rt tot ~ 0 , en 
n=1 . 
O<f +~ tf+g . 
... n -n 
f d µ 
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. terwijl 
sup I(fn +gn) = lim I(fn +gn) = lim [_I(fn) + I(gn ~ = 
n~ n~ 
= lim I(fn).+ lim I(gn) = J f d_µ + J·g d µ<co. 
n~ n~ 
Dus is f + g e"!J+ en J (f+g) d µ = J f d µ + f g d µ. 
3°. De rij {xA fn} co behoort tot :10 , en 
n=1 
Bovendien is voor alle n volgens stelling 8.8 (2°) en het gegeven: 
I(xA f) < I(f) <ff d µ<co voor alle n. 
n - n ""' 
Dus is xA re :l+, terwijl 
Lemma 8.17. Zij f: X +·m*, f > O, meetbaar en f = 0 (b.o). 
- . 
Dan is f e ~+ en J f ·d µ = O. 
Bewijs: Zij {f} co een rij trapfuncties met O < f t f (~telling 7.3). 
n n=1 ... n 
Daar fn(x) # 0-=), f(x) # O, is 
µ({xe x l fn(x) # O}) .!. µ({xe X l f(x) =,! O}) = o. 
Dus fne :J 0 , en I(fn) = O (~telling 8.8 (3°)). 
Uit def. 8.12 volgt nu onmiddellijk het gestelde • 
. Lemma 8.18. Zij fE'."tl+. Indien E c;.':f, µ(E) = o, dan is 
. . 
J f d µ = O, en dus J f d µ = J f d µ. E X~ 
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Bewijs: E s. ':fen X \ E s;;f, dus volgens stelling 8.16 (3°) zijn 
Maar {xe X I (xE f) (x) ~ O} c E~ dus xE f = O (b.o). 
Voorts is 
Uit stelling, 8.16 (2°) en lemma 8.17 volgt nu: 
f xE f d µ = o en ff d~µ = f ·xE f d µ + f xx,E f d µ = fx\E f d µ. 
Om voor functies die zowel positieve als negatieve waarden aannemen 
een definitie· van integreerbaarheid en integraal te geven, maken we 
gebruik van het simpele fei t, dat iedere functie f.: X -+ 11t· geschreven· 
kan wor~en als f = g - h met g ~ 0 en h ~ 0: neem maar g = f+ = f v 0 
·en h = f- = (-f) v O. 
Het kan ook op andere manieren (bij.voorbeeld g = f+ + IP, h = f .... + IP 
met IP ~ 0) , en daa.rom is het volgende lemma van belang: 
Lemma 8.19. Laten g, h, g' en h' e -:,+. zijn zo, dat 
g-h=g' --h'. 
Dan is f g d µ - f h d_µ = f g' d µ - J h' d µ.· 
Bewijs: Daar g, h, g' en-h' tot '"'J+ behoren Z1Jn ze bijna overal 
eindig. Er is dus een E e.::fmet ~(E) = O zo, dat · 
Vx ex· x ~E -+,{g(x),h(x),g'(x),h'(x)}c IR. 
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Anders gezegd: de functies xx,E g,_ xx,E h, xX\E g' en xx,E h' zijn 
overal eindig. Uit 
volgt dus: 
. + Volgens stelling 8.16 {3°) behoren alle betreffende functies tot~, 
en uit stelling 8.16 (2°) volgt dan: 
J g d µ + J h' d µ = J g' d µ + J h d µ x,E X\E X\E X\E 
Daar µ(E) = 0 kan lemma 8.18 op alle vier integralen worden toegepast: 
Jg d µ+I h' d µ=I g' d µ+I h d µ. 
Daar deze integralen alle eindige reele getallen zijn, volgt hieruit 
. I .g. ~ µ - f h d µ = I g' d µ - f h' d µ. 
Definitie 8.20. Een functie f: X + 8*heet integreerbaar (over X.met 
betrekking totµ) als erg, he~+ zijn zo, da.t 
f = g - h. 
In dat geval definieren we de integraal van f (over X. met betrekking 
tot µla.ls het reele getal 
If d µ :~ I g d ~ - I ij d µ. 
De verzameling der int~greerbare functies van X na.a.r R* zullen we 
a:i.nduiden met i.1 ( X, µ) of kortweg met £1 • 
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Als E €,~ is, dan noemen we een functie f: X -+ ia* integreerbaar 
over E, indien XE_ f £ 'L1; we schrijven 
f XE f d µ = J. f d µ 
E 
en dit getal noemen we de integraal van f over E. 
Opmerkingen. 
1°. Als f e i,1, dan kan f geschreven worden als f = g - h met 
g, h G:"J+. Uit Gevolg 2 na stelling 8.15 volgt dan direct, dat 
f meetbaar is en dat f bijna overal eindig is. 
2°. Als f e. £1 , dan hangt de waarde . van f f d µ niet af van de toe-
vallige keus der schrijf'wijze f = g - h met g, he "'J+: dit is 
juist de inhoud van lemma 8.19. 
3°, Voor functies uit "'J+ en uit ;l1 gebruiken we hetzelfde teken 
f .. d µ voor de integraal, en we duiden beide functie-klassen 
aan met hetzelfde woord "integreerbare ·functies". 
Dit is toegestaan, omdat in def. 8.20 een uitbreiding van het 
int~graalbegrip ten opzichte van~+ is gegeven. Anders geformu-
leerd: -::,+ c l,1 en voor f € ~+ is de integraal, gedefinieerd 
volgens def. 8.20, :· : gelijk· aan de integraal: gedefinieerd in 
def. 8.12. 
+· Bewi,i s: Als f e 'j , dan kan f geschreven warden als 
f = f - 0 
met f € -0 + en O € °:} t. Dus f € -L1• Voorts is de integraal van f 
over X volgens def. 8.20 nu gelijk aan 
f f d µ - f O d µ :J f d µ (= integraal van f volgens 8.12). 
4°. -::}0 c i,1 en voor elke f e. "tJ0 is 
J f d µ = I(f). 
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Bewi,j s: Zij f €. :J0• 
Volgens stelling 8.4 zijn dan f+, f- € -::10 . Voorts zij f+, f- ~ O, 
+ - + dus volgens Gevolg 1 na stelling 8. 15 zijn f , f £ "O , en 
Daar :f = tt - f , is volgens de:f. 8. 20 dus :f' s i, 1 en 
(gebruik 'nog stelling 8.7 (2°)). 
Stelling 8. 21 . 
1 ° . "j+ = { r l r s l 1 & r ~ o L 
0 * . ~ . 2. Als g: X ~ 8 meetbaar is, :f'e d-.,1 en O ~ g ~ :f', dan is ook 
get, en 
·J g :f' µ ~ J f' d µ. 
Bewijs: 
1°. In opmerking 3 hierboven 
Nu omgekeerd: zij :f' e i..1 
Volgens def. 8.20 is dan 
+ ' 
is reeds aangetoond, dat ~ ~ l 1• 
en f' ~ O. 
f' = h - k met h, li'e ~+. 
+ Dus is O ~ f ~ h,, waarin f' meetbaar is en he 'j . 
Volgens stelling 8. 14 is dus f' e -:3+ • . 
2°. Uit bovenstaande opmerking 3 en uit 1° van deze stelling volgt, 
dat dit een herf'ormulering is van stelling 8.14. 
J 
* Stelling 8.22. Zij f: X ~-8 meetbaar. Dan zijn de volgende beweringen 
gelijkwa.ardig: 
1°. ts L1• 
2°. It I e i.1 . 
3°. f+ S ~ en f- 6: i.1• 
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: In dat geval is 
I ff d µ I~ J ltl d µ. 
Bewijs: 
1° ➔ 2°. Zij f = g - h met g, h e .. ~i+. Dan is 
0 ~ ltl ~ g + h 
Daar f, en dus ook It!, meetbaar is, en g + h €. ~+, v~lgt uit stelling 
8 . 2 1 , dat I :f I €. i., 1 • 
2° ➔ 3°. Het is duidelijk, dat O ~ f- ~ !f'I en O ~ f+ ~ If'!. 
Daar f+ en f'- meetbaar zijn, volgt uit stelling 8.21: 
lrl s ;l1 ➔ f+ a ~, en f- a £1• 
O O + - ..P ( 0) 3 ➔ 1 • Als f.; f € "",, dan volgt uit stelling 8.21 1 : 
+ + - -r1+ f e ~ en f · s. u • 
Volgens definitie•B.20 is nu 
terwijl bovendien 
If f d µ I = If f'+ d µ J f- d µ I ~ J f+ ·d µ + J f- d µ 
= J (f+ + f-) d µ = f ltl d µ._ . 
(St.8.16) 
Waarschuwing. Als.niet gegeven is, dat f meetbaar is, kan het voor-
komer:i, d.at I f I G i., en f ~ l 1 • 
Laat (X,:f,µ) zo zijn, dat µ{X) = 1 en'!~ de verzameling van e.lle 
, deelverzamelingen van X (bijv. µ tebesguemaat in @, i] ).· 
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Zij E C X, E¢.i en f = Xx\E - XE• 
Dan is f niet meetbaar, dus z·eker is f ¢ ~, . 
Maar Ir! =Xx= 1 op geheel X. Dus ]fl e. -U 0 c. i.1• 
Stelling 8.23, l 1 is een lineaire ruimte en I .. d µ: f 1+ J f d µ 
is een lineaire functie van i.1 naar R. 
Bovendien geldt voor f en g € 'l1 : f ~ g ~ f f d µ ~ J g d µ 
(monotonie). In het bijzonder geldt: 
f e: £, & f ~ 0 '=9 I f d µ ~ 0. 
Bewijs: 
(a) i.1 is een lineaire ruimte: 
1o z·. "" -1 D . f h h ..-1+ . • J.J .1.. e, "'i. an is = g - met g, e "' , en 
'If d µ=I g d µ - f h d µ. 
Volgens stelling 8.16 (1°) geldt nu, indien c > 0: 
-
C f :; C g ... C h met C g' C h e "j+ , of'wel C f E: i., , 
en 
f Cf d µ=IC g d µ - IC h'd µ=Cf g d µ - Cf h d µ=Cf f d µ. 
Ind,ien c < O, pas dan voorgaand resultaat toe op 
cf= (-c) h - (-c) g. 
2°. Laten f, g B ~ 1 zijn. Dan is f = f+ - f-
wa.arin 
+ -en g = g ... g, 
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Omdat f+ en f- nergens tegelijk Oneindig zijn, evenmin als 
g+ en g-, geldt op geheel X: 
ook in die punten x e X waar fen/of g niet eindig zijn. 
Hierin is f+ + g+ e "'J+ en f- + g- s ·:t (stelling 8. 16 (2°)), 
dus is f + g e i.1 ; voorts is dan 
-(b) monotonie: 
I (f+g) d µ = J (f++g+) d µ - I (f-+g-) d µ 
=If+ d µ+I g+ d µ - If- d µ I g- d µ 
= (I f+dµ - I f-dµ) + <I g+dµ - I g-dµ) 
=If d µ+Jg d µ. 
Volgens stelling 8.21 ( 1°) geldt: f e. i-1 & f ~ 0 .am+ f e "j+ • 
. Nu is J f d µ ~ 0 voor elke f e: "j+ (def. 8.12), waa.rmee het 
gestelde aangetoond is. 
Al f ""' ,.1) f > d . f . ,... :P. ( a. 2°) s , g o;. ·.,_,1, ..... g, an is .. g -==- •1 ; vanwege en 
f - g ~ 0 volgt dan . 
J f d µ ... I g d µ = I. (f'-g) d µ ~ o. 
Stelling 8. 24. Zij g: X ~ -IR-H- een meet bare functie, f e l, en· 
f ~ g {b.o). Dan is ook g el1, en J f d µ=Jg d µ. 
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Bewi,js.:. Er is een E s.i met µ{E) = 0 zo, da.t 
V x e X : x .. E ➔ f(x) e. IR (f is bijna. overa.l eindig). 
Gebruik ma.kend va.n o.a.. lemma. 8.18 vinden we: 
I f d µ = I f+ d µ - If- d µ=I f+ d µ - I f- d µ 
. X\E X\E 
= I XX\E (r+ -r-) d µ=I XX\E f d µ. 
Zij f1 = XX\E r. Dan is dus f 1 € i,, f f d µ = f r 1 d µ, en 
{x e X I f 1 (x) :} g(x)} s;. {x € X I f(x) :} g(x)} v E. · 
Daar f = g (b.o) en µ(E) = O, volgt hieruit gemakkelijk, dat ook 
r 1 = g (b.o). Daar r 1 overa.l eindig is,. is 
g = r - (r -g) 1 1 
(ook in punten x s. X, ~a.ar g(x) niet eindig is). Zij h = r1 - g. 
Dan is h = 0 (b.o), q.us ook h+ = 0 (b.o) en h- = 0 (b.o). 
Uit lemma. 8.17 (1°) volgt dan: 
h +, h - e; ~ +, en J h + d µ = f h - d µ = 0. 
Volgens def. 8.20 is dan he -L1 en J h d µ = O. 
Echter is g = f 1 - h met f 1 e £.1 en h e: l,, dus is g e:. £1• 
Voorts is 
Jg d µ ~ J·r, d µ - f h d µ=Jr d µ - ~-
Opmerking. Indien de maatruimte {x;:f,µ) volledig is, volgt uit 
f = g (b.o) en f e £1, dat g meetbaar is (want f is meetba.ar; zie 
de opmerking na. def. 8.1),·dus dan behoe:rt in_stelling 8.24 niet 
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.apart geeist te worden, dat g meetbaar is. 
* Opmerking. Zij f: X -+ IR meetbaar en Z1J E e:f met µ(E) = 0. 
Zij voorts g: X -+ IR* meetbaar,· en g(x) = f(x) voor alle x ¢ E. Dan 
zegt stelling 8.24: 
Indien bijvoorbeeld f €. "£1, dan mag blijkbaaJJ:' f op 1:en verzameling 
van de maat nul gewijzigd worden zodanig dat de functie meetbaar 
blijft (d.w.z. f mag door g vervangen worden), zonder dat de inte-
greerbaarheid verloren gaat. 
Omgekeerd is f meetbaar, en wordt de functie na wijziging op een 
nulverzameling integreerbaar, dan is f ook integreerbaar. 
Een wijziging van de meetbare functie f binnen een nulverzameling 
Edie vaak nuttig is, is de volgende: vervang f door XX\E f = g. 
Immers: ook xX\E f is meetbaar (product van meetbare functies), dus 
Bovendien is dan 
. ff aµ= J xx,E rdµ. 
Toepassingen van dit P.rincipe zijn er vele. We noemen: 
(a) Als f s. £ 1, dan is f bijna overal eindig, dus er is·. een E G-:f 
met µ(E) = 0 zo, dat f(x) e IR voor x € X ,E. Vervangt men f door 
xx,E f da.ri blijkt: zonder beperking der algemeenhei4 mag f over-
al eindig ondersteld worden. · 
... 
(b) Al·s f !, h (b.o), dan is er een E e. -:fwat µ(E) == 0 zo, dat 
f{x) !, h(x) voor alle x e X \ E. 
-:.. . 
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Wat integreerbaarheidseigenschappen betreft, is het dus geen 
beperking der algemeenheid als f:;_ h overal op X ondersteld wordt. 
Toepassing 1. Als f, g e £.,, dan zijt1 ook f v g s £-1: en f " g E: £1• 
l3ewij.s: Daar f en g bijna overal . eindig zijn, geldt bijna overal: 
f /\ g = ~ (f+g-jf-gj) 
Hierin zijn de linkerleden meetbaar en de rechterleden int~greerbaar. 
Dus ook de linkerleden zijn integreerbaar. 
Toepassing 2. Zij f: X + IR* meetbaar en g e: £.1• Dan geldt: 
Bewijs: Op grond van voorgaande opmerking is het geen beperking der 
algemeenheid, als we aannemen: 
0:;. !fl ~ Isl overal op X. 
Uit de stellingen 8.22 en -8.21 volgt nu het gestelde! 
Gevolg. Als f e £1 en g is meetbaar .en begrensd ( a M > O met 
jg(x)I ~M voor alle x), dan is f.ge£ 1• 
Bewijs: O ~ If .gj ~ M. j rl, waarin f g meetbaar is en M. j tie £ 1• 
Volgens voorgaande stelling ·is nu f g e:. £1• 
Opmerking. In het algemeen behoeft niet te gelden:, dat f. g, s i.,1 als 
f ep g beide tot £1 behoren. 
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Voorbeeld: X = (9, i] , µ de Lebesgue-maat. Zij 
__ { Ii voor O < x ~ 1 
f'(x) 
00 voor x = 0. 
Dan blijkt f' e ti·, maar f'. :f ~ ~ 1• Dat f € £1 is kunnen we in dit 
stadium nog niet aantonen (het hee:ft te maken met het f'eit, dat de 
oneigenlijke Riemannintegraal van f'( x) = ( /x) - 1 over [o, 1] conver-
geert ) , maar dat f'. f': x * : niet tot i,1 behoort is niet moeilijk in 
te zien: 
k 
Zij f'k = l n X 1 1 voor k = 1, 2, ••• 
n=1 (n+1 'n] . 
Voor alle k = 1, 2, ••• is fk een integreerbare trap:functie, en 
I k 1 1 :f d µ = L n µ(- -] = k n=1 n+1 'n k 1 1 k 1 I n<n - 71) = r n+T n=1 n n=1 
Anderzijds ~s- O .::_ f'k ~ f'.f' op geheel X = [0,1], en indien :r.:rs i 1, 
dan zou uithet,.tweede deel va.n·stelling 8.23 volgen: 
· I n~ 1 = J f'k d µ ~ f :r2 d µ voor a.lle .k. 
• · n=1 
Uit de divergentie ~er reeks I n~ 1 volgt dan, dat J r2 d µ Ehl 
n=1 
eindig kan zijn, in strijd met de definities. 
Toepassing 3, Als f', g € ;f1, dan geldt: 
1°; f' ~ g (b.o) ~If' d µ~Jg d µ. 
2°. f' ~ O (b.o) ~ff' d µ ~ O. 
· Bewijs: Volgt uit stelling 8.23 en de opmerking na stelling 8.24. 
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Stelling 8.25. Zij f€£1 , f Z:,. 0 (b.o) en ff d µ = O. 
Dan is f = 0 (b.o). 
Bewijs: Voor n = 1, 2, ••• zij 
Dan is op geheel X 




0 < - XE 
= n 
< f b~o 
n 
want f ~ O (b.o}, dat wil zeggen: f = lrl (b.o). 
Volgens Toepassing 2 van stelling 8.25 is .1. XE,,. ;e, en volgens 
n n,;. 1 
Toepassing 3 is nu: 
1 J 1 
- µ(E) = - X 
n n n En d µ ~ J·f d µ = 0 
Met andere woorden: 




{x e X f(x) '/: O} = .. { x~ X I I f{x) I > O } = U • En· n=1 
en daar µ(E) = 0 voor alle n is 
n 
ClO ClO • 
' µ(n~1 En) ~ l µ(En) = o. 
n=1 
Bijgevolg is f b.o. nul. 
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Stelling 8.26. 
·o ..P ,p . 1 • Zij rc:.'-'-' 1 , EE. .J, f{x) > O voor bijna alle x~ E en 
r f d JJ = O. Dan is µ{E) = O 
E 
2°. Omgekeerd: als Ee. :f en . JJ { E) = O, dan is elke meetba.re functie 




1°. Gegeven is: er is een Me :f met µ{M) = 0 zo, dat 
V x E. E : x 1?, M ➔ f (x) >. O 
Hieruit volgt in ieder geval: 
XE f ~ 0 (b,o). 
••••••••••••• . . 
Gegeven is, dat J XE f d JJ = O, dus volgens stelling 8a25 is 
XE f = 0 (b.o). 
Dat wil ·zeggen: er is een Ne Jmet µ(N) = O zo, dat 
( 1 ) 
Vxe.J,C :. x ~N ==;>. XE (x) f(x) = 0 ••••••••••••• (2) 
Uit de formules (;) en (2) volgt: 
E ...._, M C. N, o:f'wel E C M V N. 
Daar µ{M) = µ{N) = O, volgt, dat µ(E) = o. 
+ + ~ 2°. f. = f ... f.,.. Volgens st .8 .22 geldt f e °"' 1 en f .. t$.. c:t1• 
+ . 




9. Twee voorbeelden 
I. We passen de theorie uit §8 toe .in de volgende situatie.: 
X; tN={1;2,3, ••• } 
'S = de verzaineling van a.lle deelverzamelingen van IN. 
µ = de "telmaat", dat wil zeggen: als AC. IN, dan is 
{
aantal elementen van A a.ls dit aantal eindig is 
µ(A) = 
00 als het aantal elemente:1 van A niet eindig is. 
Twee opmerkingen vooraf: 
(a). Iedere functie *. f: X +JR is meetbaar. 
(b). Als Ac X en A+¢, dan is µ(A) > o. Dus a.ls VOO:l:' E € j 
geldt: µ(E) = O, dan is E = ¢. 
Bijgevolg: "bij.na overal" ~ "overal". 
(dus: f bijna overal eindig ==;fop heel X einqig). 
Stelling 9. 1. Een functie f : IN + IR~ is integreerbaar als en 
slechts als de beide volgende voorwaarden vervuld zijn: 
1 °. f ( n ) € IR vo_or alle n €. IN ( f over al eindig) 
00 
2o. l I f(n) I convergeert •. n=1 · 
( 0 0 ) in feite wordt l. door 2. geimpl;ceerd. 
In dat geva.l is 
. f f d µ 
J 
00 
= I f'(n). 
n=1 
Bewij s: Iedere functie f : IN + fR kan geschreven worden a.ls 
00 




Trapfuncties zijn dus functies van de gedaante (1), waarin 
{f(n) In€ IN }.eindig veel verschillende elementen bevat. 
Voorts zijn integreerbare trapfuncties juist die functies van 
de gedaante (1), waarvoor geldt: 
f(n) + 0 voor slechts eindig veel waarden van n 
. . 
( {ne IN I f (ri) =I= O} heeft een eindige maat). 
Indien f € J 0 , dan is volgens definitie 8.6: 
00 
I(f} = l t(n) ( want JJ{ {n}) = 1 ) • 
n=1 
(a) Zij ·r E:::. J:1 en f ~ 0, dat :Wil zeggen: f E: 'J +. 
Dan is er een rij f 1 , t 2 , ••• in:::/0 met 
0 < f t f en 
= n f·rd JJ: = sup I(fn) < oo. 
Daar f e :J +, is f' bij na over al eindig, dus over al eindig. 
Bij Ve: > 0 env' J.€. IN is er dus een n( e: ,1) zodanig dat voor 
: e: 
alle.n > n(e:,l) : f' (k) > f'(k) ~ -1 voor k = 1,, •• , l. = . n 
dus is l l I 'f'(k) < l f (k} + € 
k=1 k=1 n . 
voor alle n ~ n ( e ,l ) · 
Merk nu op, dat vool:' alle n e. lN geldt: .. 
Derhalve 1 
. l f(k) <If d µ ~ € "< 00 
k=1 
f d µ •. 
00 
Dit geJ.dt voor wil.lekeurige l. De reeks I f(k) met positieve 
k=1 
termen (f ~ O !) heeft dus begrensde pa.rtiele sommen, en is 
dus convergent, met som 
00 
I f(k) < 
k=1 
f fd JJ +e:. 
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Hierin was€> 0 willekeurig, dus: 
00 
k~1 f(k} ~ J. f'. d _lJ " • 
- - J • • • • 
. . . . . . . . . • (2) 
'Ko (b)Zij omgekeerd f : tN + IR zo, dat r ~ o, f overal eindig, en 
00 
I f(k) convergent. 
k=1 
n 
Zij f = I f(k) x{k} voor n = 1,2, ••• 
n k=1 
Dan is f' n <::: "J O , O ~ f n t f · ( n + 00 ) (in feite is fn(l) = f(l) 
voor alle n ~ l) 
en bovendien. is 
n 00 
I(f)= l f(k)< L f(k)< 00 (n<::IN) 
n k=1 = k=1 
Dus is f € -:I +, ·en bovendien is 
f f d ~ = sup I(f ) ~ I f(k) • 
J n - k=i 
. . . . . . . . . . . (3) 
(c) Voor functies f > O hebben we·nu-aangetoond: 
= .. 
f G .Z1 ~: 1 °. en 2°. zijn vervuld. 
Bovendien volgt uit de ·form.ules (2) en (3), dat voor f€..J+ geldt: 
J f d µ = I f(k). k=1 
* Voor willekeurige functies f : tN + m geldt nu (gebruik stelling · 
8.22) _: 
If I "is overa.l eindig ~ f is overal eindig 
I f I l .:e, (;;::> ,. • . 
00 . 
I jf'(k)j convergeert. 
k=1 
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Tenslotte: als fE. ~,, dan ook f+, ,i- c::: .;t.1 , en voor deze niet-
negatieve functies weten we reeds: 
()() 
= I r+(k) = I {:f'(k) I ke IN & f(k) > o} 
k=1 . 
()() 
f- d. µ = I 
k=1 
f-(k)· = I {-f(k) I kE', IN & :f'(k) < O} • 
fdµ= fdµ- µ Dus is J · f + J .r- d 
= I {f(k) I k€ IN & f(k) > O} + I {:f'(k) I k €., IN & f{k) <O}. 
()() 
Op grond van de absolute convergentie der reeks I f(k)(te~en der 
k.=1 
reeks mogen gepermuteerd worden) is de som der beide reeksen in 
oo, 
het rechterlid juist I f(k). 
· k=1 
Opmerking. De theorie ~er absoluut convergente reeksen valt dus 
geheel bin~ea het kader der integratie-theorie. Een stelling om-
trent verwisseling van integratie- en sommatievolgol:'de• voor,een rij 
functies op, zeg [0,1] , is dus in fe~te een stelling over verwis-
seling van integratievolgorde. We zullen hierop niet verder ingaan. 
II. We pas~en de theorie uit §8 toe op de volgende situatie: 
X •= l'R = de verzameling der reele getalleh. 
'::f = de a-ring.der Lebesque-meetbar~ verzamelingen. 
µ = Lebesque-maat. 
Merk op, dat (X,f, µ) nu een volledige maatruimte is. Indien een 
functie f : X -+ JR~ tot .;t1 (X, µ) behoort, dan zegg~n we ·da.t f 
Lebesque-integreerbaar is over m, en J.r d µ heet de Lebesque-
integraal van f over !:£!•. : . . · 
We herinneren er a.an, dat de'Lebesque-integraal van f over een in-




Merk op: de functies X[a,b]f, X[a,b)f' X(a,b]f en X(a,bl zijn 
zijn bijna overal aan elkaar gelijk (de maat van een verzameling, 
bestaande uit eindig veel punten is nul) dus als een der vier nu 
volgende integralen gedefinieerd is, dan z1Jn ze alle vier gedefini-
eerd en onderling gelijk {vgl. de Ol)merking na stelling 8.24): 
Met het oog op de volgende stelling maken we nog de volgende af-
spraak: als E C. IR en f: E -+ m* een functie is, dan denken we· ons 
f steeds voortgezet over heel IR, door te definieeren: 
f(x) = 0 voor x ~ E. 
Merk op, dat dan f = xEf. 
Stelling 9.2 Indien een functie f: [a,b]-+ 1R Riemann-integreerbaar 
is i dan is f Lebesque-integreerbaar over [a, b] , en bovendien is 
Bewijs: 
(a) Zij a.= a.0 < a1 < ••• <an= been verdeling van [a.,b]. 
Hierbij zijn gedefinieerd een bndersom sen een bove~som S van f, 
en wel door 
en 
n 
s = I (a 
v=1 V 
av_1 )mv. met mv = inf {t(x)I av_ 1 ~ x ~ av} 
,•···· 
n 
S = l (a. - a 1 ) M met M = sup {f(x)J 1 V V- V V v= a. v-1 
Indien we functies <I> en t/J~definieren door 
n . n 
$ = I 
v=1 
mv X r a. a ) ' 1/1 = l Mv X [ a. a ) 
I.! v-1 , v . v= 1 v-1 , v. 
dan geldt: <I>, 1jl~Jo (integreerbare _trapf'uncties), $ ~ f ~ t/J .en 
s = I(q,), S = I(t/J) • 
,, 
We herinneren eraan, dat 
b I a. f(x) dx 
-
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en Jb f(x) dx 
a 
gedefinieerd worden als het supremum resp. infimum van de verzame-
ling van alle ondersommen, resp. bovensommen van f b'ij alle moge-
lijke verdelingen van [a,b]. 
Zij nu 
Dan is dus 
Jb f(x) dx.~ sup 
.J!. cl>'-~ 
I(<j>) ~ inf I(ljJ) < Iba f(x) dx 
'1JE.'1' 
Daar f Riemann-integreerbaar is, zijn hierin alle ongelijkheden 
gelijkheden, dus met name is 
sup I ( cp) 
<I>~~ 
. b 
= inf I ( 1jJ) = Ja f( x) dx • • 
lji«:.'¥ • • • • • • • 
Conclusie: Bij elke n e IN zijn er <l>n S- ~, ljln (£ '1' . zo, dat 
,,._ < f < ,I, 
· 'i'n = = 'i'n 
en 
1 . 
I(ljJ ) - I(<j> ) < - • 
n n n 
(b) De functies <I> *en' l"', gedefinieerd door 
11>*(x) = .. inf {l/Jn (x) I n E: IN} voor alle x; 
•. (4) 
zijn meetbaar op grond van het gevolg van stelling 6.r. en het is 
duidelijk, dat 
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Merk op, dat voor alle n = 1,2, ••• geldt: 
+ * * + Daar 1/Jn - 4>n ~ ::/ , is dus 1/J .. cjl E:: ::J (stelling 8.21), en 
f (1/J - qi) d µ = I(l/J) - I(cp) n n . n n 1 < - • n 
Dit geldt voor alle n, dus 
* * Uit stelling 8.25 volgt dus: 1/J - cjl = 0 (b.o). 
* ,.. Met andere woorden: cjl = 1/J (b.p). 
. * .,.. . ,.. ( ) Aangez1en cjl ~ f ~ 1/J, is ook cjl = f b.p. 
Daar qi""meetbaar is, is ook f meetba~r (we werken in een volledige 
maatruimte). 
(c) Merk op, dat f begrensd is op [a,b] (opgenomen in de definitie 
van Riemann-integreerbaarheid), zeg jf(x}J ~ M voor a~ x ~ b. · 
Dus·is lrl ~ M X[a,b] op heel tR. 
Hierin is f, dus Jrj,-meetbaar en M X[a,b] is Lebesque-integreerbaar. 
Uit Toepassing 2 na'stelling 8.24 volgt dan, dat f Lebesque-inte-
greerbaar is over fR. Daar f = X[a;ti'Jf, is f dus over [a,b] inte-
greerbaa.r, en 
f [a• b] f. d µ = f X [a, b] f d µ = J f d µ • 
(d) Om aan te tonen, dat ff d µ = f: f(x) dx, beperken we·ons eerSt 
tot .het geval da.t f ~ 0. J)e,n is f E: T, en dus is 
f f cl. µ = sup · I ( cjl ) • cjl~ . .. • • • • • • ' .•••• (5) 
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Immers: daar fE:. ~+ is er een rij {$n}n:, in j 0 met onder andere 
de eigenscha.p: $n ~ f voor alle n (dat wil zeggen: $n E:. t), en 
sup I($n) =ff d µ. 
dus is 
Omgekeerd: a.ls 
Dan is ook 
$Gt, 
sup I(.$ ) ~ sup ·r ( $) • 
nr:IN n - $ct 
dan is $ ~ f, dus I($) 
( 
sup I($) ~ J f d µ $6:t 
waarmee de juistheid van (5) is aa.ngetoond. 
Uit (4) en (5) volgt nu inderdaad: 
= I $ 
f [a.,b] f d µ = I: f(x) dx, 
d·µ < J f d µ ~ 
Indien f willekeurig Riema.nn-integreerbaar is, da.n is het niet·moei-
zien, dat f+ en f- het eveneens zijn • . lijk in te 
+ Maar f en f- zijn beide ~ O, dus 
. b I f+ d " = Ia f+ (x) dx [_a,b] . ; f f- d µ = fb f- (x) dx. [a,b} a . 
Daar f = f+ - f- en zowel de Riemann-integraai· als de Lebesque-
integraal additief is, volgt hieruit 
f f d µ = Jb f (x) dx. [a,b] a 
Opmerking. Alle begrensde functies, die Riemann-integreerbaar zijn 
over een eindig intervaI•zijn dus ook Lebesque-integreerbaar over 
dat interval. Om te· la.ten zien, dater onder de begrensde functies 9 
gedefinieerd op een eindig interval, meer Lebesque- dan Riemann-
'integreerbare functies zijn, maar ook, dat de eigenschappen 11begrensd_" 
en "eindig" ~n het bovenstaande essentieel zijn, geven we de vol-
gende voorbeelden: 
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Voorbeeld 1. Zij f = ~ [o, ,]l\C?l • Dan is f een trapfunctie. 
Voorts is f = 0(b.c), want 
{x \€ IR r (x) + o} = [o, 1] n ~ 
is een verzameling met de maat nul. 
dus is f 6 :10 c;. ~- en J f d µ = O [o, D . . 
Echter: f is niet Riemann-integreerbaa.r ove:r;- [o, 1} : voor elke ver-
deling van [0,1] is de ondersom van f nul en de bovensom 1. Dus is 
· f 1 f ( xJ dx = 0 f 1 = J1 f ( x) dx. 
0 0 · 
Voorbeeld 2. Zij f IR +IR gedefinieerd· door: 
:.•Q .. voor x < 0 
f (x) = 1 v0or x = 0 
sin x > 0 --- voor x • 
X 
Uit stelling 9.2 volgt: voor elke b > 0 is de volgende Lebesque-
integraal gedefinieerd: 
I f d µ [o,b] 




dx. Het is bekend, dat de 




convergeert (~et waarde 2·n ), dus 
,, 
lim J fdµ 
b+co [o,bJ 
bestaat. Daarentegen is.f ~Lebesque-integreerbaar over [0,00). 
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Want stel dat dit het geval is. Dan is ook ltl Lebesque-integreerbaar 
over [o ,00 ) · (stelling 8.22). 
Voorts is het duideJ.ijk, da.t X[o,b] lrl ~ lrl op heel IR·, dus dan is 
f jrj d µ < [O,b] I If I d µ voor a.lle b > O. [o,oo) 
Hierin is voor b = n µ (n = 1 ,2, ••• ): 
I . . I I Jn1r_ !sin xi f 1dµ= -- dx= [o,n1r] o x 




I Jk1r lsin xi (k-1)1r X dx ~ I 
1 







pa.rtiele sommen der reeks l ~ niet begrensd is, volgt 
J 
~, . 
· lrl d µ geen: eindige waarde kan hebben. Tegenspraak! 
.. [O,=) . 
Zij f(x) = ¾x (x2 sin ¾,) 
X 
voor xe:· (o, 1] 
2 
. . 1 2 1 
= x sin - - - cos -2 X 2 
X. X 
Voor iedere e > O is f Riema.nn-integreerbaar over [t,1] 5 dus 
Lebesque-integreerbaar, en 
I f d- µ I: f(x) dx sin 1 - .2 sin 1 = = E ~ [e, 1] & 
Dus de oneigenlijk~ Riemann-integraal 
J
1 
f(x) dx = -~im r f(x) dx = sin 1 
0 t+O & . 
convergeert. Daarentegen is f niet Lebesque-integreerbaar over (o,1J. 
. . 
De argumentatie is geheel analoog a.an die in Voorbeeld 2, waarbij. 
we nu gebruik ma.ken van het _feit, dat voor 
geldt_: 
Ir< x) ~ 
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f 1 1 J< -·(2n~;J (n = 1 ,2, ••• ) 
! 2x sin ¼I -
X 
12 cos .L.1 X 2 I.. > 
X 
> ; ~os ¼ - 2x I sin ¼I 
X X 
2 1 1 
> -.- = - • 
= X ·2 X 
Indien we bovenstaand interval aanduiden met [€ , o ) , dan volgt ui t de 
n n 
aanna.me dat f, en dus lrl, Lebesque-integreerbaar is over (0,1], dat 
r j lrl d µ (o, 1] , f [e • 1J Ir! 
n 
d µ !r(x) I dx > 
0 
> ! ·J5k lr(x)I 
k=1 € k 
n J k 1 n 2 
dx ~ l x dx = l ~ log (1 + 6n_1). k=1 E:k k=1 
Merk op, dat voor O < y <1 geldt: log(1+y) ~ y log 2, zodat 
2 
log ( 1 + 6n-1 ) 
0:, 
> 2log 2 
= 6n-1 
De reeks· l log(1 .+ 6~_1) divergeert dus, hetgeen impliceert, da.t k=1 
J [o, ,] jrj d µ niet eindig kan zijn. Tegenspraak. 
10. Convergentiestellingen. 
In deze paragraaf is weer (X,,:f,µ) een maatruimte ala in §8: 
:f een a-~ing van deelver .. z_a.melingen der niet-lege verza.meling X, XE. :f 
en µ een ma.at op -:f. Volledigheid der maatruimte (X, :f, µ) wordt niet 
verondersteld. 
Lemma 1 O. 1 • Zij. { f n} := 1 een rij in.:e1 en f: X + m'"" een meetba.re 
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functie z6, ~at puntsgewijs 
Als gegeven is, dater een M > 0 is zodanig. dat 
· dan is fC:~' 
{ fn .d µ ;;, M voor alle n = 1,2,. •• 
J 
en bovendien is dan 
lim I fn d ,, : f f d µ • u = 
n-+co J 
Bewijs: Elke f behoort tot ':I +, dus voor alle n e IN is er een rij 
n 
in JO zo; dat 
0 < h + fn (k + m) 
= nk en J f d µ = lim I(h k). n k-+co n 
m 
Definieer voor elke k <::: IN een rij {gnk}n=1 door het volgende induc-
tieve voorschrift: 
Met volledige inductie naar n toont men gemakkelijk aan, dat voor elke 
k €. IN geldt: 
. . • • • • . . • • • " ( 2) 
terwijl uit de definit'ie der gnk onmiddellijk volgt, dat 
gn+1,k ~ gn,k • • • • • • • • • • • • • • • • • (3) 
Bovendien geldt voor alle n en k: 
h k < g k < f • • • • • • • • • • • • • • • • n := n = n . • (4) 
De eerste ongelijkheid in (4)· is evident, de tweede tonen we aan met 
volledige inductie naar n. 
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Zij kc IN gegeven. Dan is g1k = h 1k ~ fn. 
Neem aan, dat voor i = 1, ••• , n - 1 geldt: gik ~ fi • 
Dan is g k = g 1k V ••• V g 1 k V h k ~ f 1V ••• Vf 1 Vh ·, ~ f • n n- , n - . n- n.K. - n 
Dus ook de tweede ongelijkheid geldt voor alle n. 
Daar hnk t fn (k+00 ), volgt uit (2) en (4): 
O ~ gnk t fn (k~) • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 5) 





We hebben nu de rijen {hnk};=1 in ~O vervangen door rijen {gnk};=1 
. inJ'0 , die dezelfde eigenschappen hebben, maar als extra eigenschap 
neg (3) hebben. 
We beweren nu, dat 
Wat de monotonie betrefi: gn+1 ,n+1 ~ gn+1 ,n ~ _gnn • 
Wat de convergentie betreft: stel er is een x6'. X en een e0 > · 0, zo dat 
gkk (x) < f'(x) - e0 voor alle• k = -1 ,2, ••• 
Uit (3) volgt dan: 
. . . • • ·• • • ( 6) 
Kies n <:=:. IN willekeurig. 




Dit geldt voor elke n<::. }W, in strijd met t t :f' (puntsgewijs). 
n 
Inderdaad is dus lim g (x) = t(x) voor elke x e X. 
n- nn 
Conclusie: 
¢0 {g } is·een riJ" in j 0 met O =< gnn t :f' nn n=1 en voorts 
I(gnn) -~ M voor alle n. 
Volgens de defirii tie is dus f e ::J+ c X, , en 
I :f' d µ = lim I (gnn ) • • • • • • • • • n- . . • (7) 
Tenslotte: voor alle n is g < f < :f' · 
nn = n = ' 
I(gnn); J fn.d µ ~ J 
Ui~ (7) en (8) volgt nu: 
en dus 
:f' d µ • • . . . . . 
Lemma 1 0. 2. Zij { f n} ;= 1 een rij in .t:1 zo • da.t voor alle n 
0 < t' < t 
= n = n+1 
waarin M > 0 e~n constante is. 
Dan is er een :f' ~ ~ zo, · da.t f t f. 
. n 
en I t .d µ < M, n. = 
• • (8) 
Bewijs: Volgens stelling 6.7 is er een meetbare :f'unctie f z6, dat 
O ~ fn t f. Uit lemma 10.1 volgt nu, dat· :f' c. ::£1• 
Stelling 10. 3 . ,( "Monotone-conver-gentie stelling"). 
1°. fn ~ fn+i' (b.9) voor alle n = 1,2, •••. 
2°. Er is een M > O z6 da.t f fn d µ ~ M voor a.lle n=1 52 5 ••• 
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D ' f'-:::: -f' " d t f' + f' (b ) -+ an is er een =~ .zo, a n .o voor n 00 , en 
lim J. f'n d_µ = J f ~ µ • 
n~ . 
Indien g * ·. X -+IR een meetbare :f'Unctie is, zo, dat fn + g(b.o), 
dan is g = f'(b.o) • g IS~, en 
!: J f'n d µ = Jg d µ • 
Bewijs: Voor n = 1,2, ••• is er een Ene ::fmet µ(En):;: zo,-dat 
00 
Zij E = V E • Dan is EE.-;/ en µ(E) = O. Voorts geldt: 
n=1 n 
Def'inieer f'uncties hn door 
Dan is O ~ hn ~ hn+1 ~vera.1 op X, en bovendien is voor a.lle n: 
hn € ~ en· J hn d µ = fx,E (fn-f'1) d µ ~ M - I f1 d µ 
(gebruik stelling 8.24; merk op, dat elke h meetbaar is). 
n 
Volgens ler-..ima 10.2 is er een he~ zo, da.t O ~ hn + h, en uit lemma. 
10.1 volgt nog, dat 
lim I h d µ = rh d µ • 
n-+<» n J 
· Merk op, dat bijna overa.l geldt (n.l. buiten E), dat 
f' = h + t 1• n n 
Bijgevolg:_ f'n_t h+f1(b.o), waarin h,f'1e~, dus h+f1E:.4 .. Bovendien is 
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= J h d µ + J r 1 d µ = J (h+r1) d µ 
(bij het eerste gelijkteken is weer stelling· 8.24 gebruikt). 
Aan de stelling is dus voldaan door f = h + r1• 
Indien gegeven is~ dat fn t g (b .o_.) voor zekere meet bare functie g, 
da.n is f = g(b.o.).· 
Immers: fn + f (b.o.), dus er is een Fi:'.. -:/met µ(F) = o, en 
V x c. X : x <f. F ===) lim fn (x) = 1f(x). 
n-+<>o . 
Voorts: f · + g (b.o.'), dus er is- een Ge .:fmet µ{G) = O en 
. n 
\:Ix c. X : x f- G ~ lim f (x) = g(x). 
n-+oo n 
Dus : V x ~ X : x 4 F U G ~ f ( x) = lim f ( x) = g ( x) • 
n . 
. n-+oo 
Hie;.4 in is F V G6 'j' en µ (FU G) = o, zodat :r· = g (b.o. ). 
Welnu: g is m~etbaar, re.X, en f = g (b.o.). Uit stelling 8.24 volgt nu, 
dat g€. ~, en dat 
Jg d ·µ=If d µ = lim ft· d µ 
. . n-+oo n 
·opgave Zij f : · IR + m* gede:finieerd door 
1 Tx voor O < x < 1 
f(x) = co voor x = 0 
0 voor x < 0 en x ~ 1. 
Dan is f integreerbaar-ove;:.[0,1] met--betrekking tot de· Lebesquemaat. 
Gevolg 1 Zij t 1, r 2 , ••• een rij in~,, fn ~ O (b.o.) voor alle n. 
( 1) Indien de reeks r 1· fn d µ convergeert, dan ·is er een f(!. ct;, zo dat 
n=1 
en 
I f d µ 
00 





= r f fn 
n=1 ' 
d µ . . . • • • • . . • .. • • • (9 ). 
00 
(2) Omgekeerd: a.ls 
convergeert de 
er een00f -<=-~ is zo, dat f = l fn 
reeks I· J f d µ, en (9) gelftt! · 
n=1 · n 
(b.o.), da.n 
(dus integratie en sommatie mogen verwisseld Worden zodra de reeks 
der integralen convergeert of de som integreerbaar is). 
n 00 
Bewijs: De rij ~l fi}n= 1 der partiele sommen voldo~t aa.n de i=1 
voorwaarden der monotone convergentiestelling: 
n+1 n n l f. = l f. + f 1 ~ l f. (b.o.) i=1 1 i=1 1 n+ -i=1 i 
en 
~ I ff. d µ. 
- • J. i=1 
Uit deze stelling volgt nu de 'juistheid der eerste bewering. 
De tweede bewering·volgt evenzo uit het tweede deel van stelling J0.3. 
Gevolg 2. Zij fc:~, f > o (b.o). Definieer een functie µf :J ~m* 
door 
Dan is µf een maat op :/. 
Bewijs. 
~a) 1-1f(¢) = f 0 f d ·µ = I X¢f d µ = O, want X¢ f = O 
(b) · Daar f ~ O (b.o. ), is xE f;; O (b.o.) voor _alle EC: :f, en dus 




(c) Zij E1, E2, • • • een rij in .·J' E. r, E. = ¢ voor i + j, t J. J 
00 
E = u E • 
n=1 n 
n 
Indien voor n = 1,2, ••• F = V E ' dan geldt: n i=1 n 
00 
en E = u F . 
n=1 n 
Hieruit, en uit het feit dat f > 0 (b.o.), volgt, dat 
= 
XF f < X f (b.o.), en O < XF ft x.Ef. 
n = F n+1 = n 
Voorts geldt'voor elke n: xF f ~ f -(b.o), dus 
n 
Uit de monotone convergentiestelling volgt dus, dat. 
ofwel 
n I lim I 
n- i=1 
XE. f cl µ = f 
. . J. 
~E f d µ » 
d.at wii zeggen: 
00 n 
l µf (E.) = lim .r µf (Ei) = µf (E) • 
i=1· :i. n-!o<O i=1 . 
Gevolg 3. Indien f E:. ~ is , en E 1 , E2 , • • • een rij in ;:/ met 
00 · 
en 
Ei (l Ej = ¢ voor'i + j, en tenslotte E = ~ 1 Ep dan is 
= I J f d µ 
i=1 E. 
J. 




Op grond van Gevolg 2 is 
r co 
IE. IE f- d 
.+ I f+ d JE f d µ = µ ; i=1 
1 
f f d µ = J ·f+ d µ - J. f- d µ = E E E · 
= r J . + 






-µ = f d 
i=1 
1 
In het r·echterlid staan twee absoluut convergente re~ksen. Het ver-
schil van hun sommen is dan juist 
µ • 
I [ J f+ d µ - = y I f d µ 
i=1 E. 
1 
welke reeks dan eveneens absoluut convergeert. 
Opmerking. Als f <;: ~ is, dan wordt door 
voor E cf 
i=1 E. 
1 
. een eindigwaardige, aftelbaar additieve verzamelingsfunctie op ::f 
gedefinieerd zo, dat 
VE €. j : µ(E) = O ➔ µf(E) .= O • 
De stelling van RADON & NIKODYM geeft een omkering van deze situatie: 
.indien de maat µ a-eindig is, en indien v : ::f + IR een eindigwaardige, 
aftelbaa.r-a.dditieve verzamelingsfunctie op ;f is, zo, da.t 
VE C: ';/': µ{E) = 0 ~ v{;E) = 0 
' ,. 
· dan is er een f €: ~ zo, da.t v = µf » da.t wil zeggen: 
v (E) = J E f d µ voor a.lle E E: '::f. 
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Indien bovendien v niet-negatief was. ( dus een maat), dan geldt voor 
. ~ ~ 
elke v-integreerbare g: X + lR ,dat g f: X + IR µ-integreerbaar 
· is, en f g d \I = I g ; d µ • 
Men geb:ruikt in dit verband soms de suggestieve notatie: 
f dv = aµ 
waardoor de laatste formule overgaat in 
f I dv · g d v = g dµ d. J.I • 
Dat deze symboliek min of meer zinvol is kunnen we hier ni~t laten 
zien (c.f. Halmos "Measure Theory",.§32). We volstaan met op te mer-
ken, dat de,stelling van Radon en Nikod:ym de.grondslag is voor on4er 
andere algemene transformatie-formules van integralen. 
In stelling 10.3 hebben we gezien, dat voor monotone rijen limiet-
overgang en integratie verwisseld mogen worden, mits ·ae rij integra-
·len convergeert of de limiet integreerbaar is. Hieruit kan een stel-
ling over verwisseling van sommatie en integratie worden afgeleid 
voor reeksen met (bijna overal) niet-negatieve termen (Gevolg 1). 
Deze stellingen zijn·reeds algemener d~ de overeenkomstige stellin-
gen voor Ri~mann-integralen, waar steeds uniforme convergentie wordt ~~ 
geeist (en_integratie over.een eindig interval). 
Er is·echter een nog algemenere convergentiestelling: 
. Stelling 10. 4. (Stelling van LEBESQUE over gemajoreerde con~ergentie) • 
Zij f 1 t f 2 ,... een rij in ~ zo, dat voor. zekere g 6: ;C1 geldt; .. 
• "'-·- • lo~ • , I~dien er een meetbare .uuctie f: X +.~ is zo. dat 
f = lim f (b.o) 
n-+oo n 
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dan is f E. ~, en bovendien is 
lim I lr-r I d µ = o, n n+oo 
en dus zeker 
lim 
n•),QO 
J fn d µ = f f d µ • 
Bewijs: Zie bijvoorbeeld S.K.Berberian "Measure and Integration", 
§30. 
Opmerking. Het is niet voldoende om te eisen, dat de limiet f der 
rij f 1 , r2 , ••• integreerbaar is, terwijl de eis der majora.ntie niet 
vervuld is: 
,. 
Zij X = .tR, µ de Lebesque-maat, en 
Dan is :t' = lim f = 0 overa.l, dus de· limiet f is integreerbaar •. 
n+oo n 
Echter is 
J f dµ = 0 1 1 = lim J ~-n d l.1. • 
n-+<x> . 
•. 
Gevolg. Indien f; , f 2 , • • • een rij in ...t:1 is zo, da.t 
CIO . 





voor zekere meetbare functie f:X+ l'.R ,i. . , da.n geldt: 
CIO I a.ls I Ir. I d µ convergeert, · da.n is f eS ~, en i=1 J. If .d µ = I 
i=1 
J fi ,d µ 
... CIO 
Met name is dit juist~ a.ls 
. r lri le:~ . i=1 
Bewijs: Pas Gevolg 1 van stelling 10.3 toe op de rij _lf 1 I, jr2 j , ... 
in4. Er is dus een g~4 zo, da.t 
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00 
g = I It. I (b.o). 
i=1 J. 
Maar dan is bijna overal 
00 00 
lrl =I l. r. I < I If- I = g 
1=1 J. = i=1 J. 
en daar f meetbaar is en g integre~rbaar, volgt uit stelling 8~21 
en 8. 22 d_at f €. ~. Merk op, dat het argument doorgaa.t als zonder 
00 
meer gegeven is, dat g = I Ir. I integreerba.ar is (Gevolg 1 van stel-. 
• 1 J. 
iing 10.3 is dan niet noaig). 
00 
Pas nu stelling 10.4 toe op de partiele sommen der reek~ l f. 
i=1 1 
n 








If• I = g .(b • 0) 
J. 
waarin S€.. 4• Dus is 
f J 
n n I 00 I = lim ( I f.) d µ = lim I .,. .l f d µ f. d µ - f. d u. I ll+clO i=1 J. ll+clO i=1 J. i=1 J. 
Voorbeelden. 
I co. ,i 1 1 1 1 dx=---+------+ p" p+q. p+2q · p+3q ... (p>O,q>O). 
De integraal in het linkerlid, opgevat a.ls Riemann-integraal, bestaat, 
maar omdat hij voor O <p < 1 oneigenlijk is in het linkeruiteinde, ~ 
kunnen we hieruit alleen voor p ~ 1 concluderen, dat hij ook als 
._ Lebesque-integraal b.estaat. Om bovenstaa.nde relatie voor de Riemann-
integraal aa.n te tonen valt niet mee, om hem voor de Lebesque-integraal 
a.ante tonen is een eenvoudige zaak: 
Zij 
,, 
f(x) = ( x_P- 1 
.. 1+xq 
0 
voor O < x < 1 
= 
voor x = 0 
Bijna overal op [0,1] geldt (na.melijk uitgezonderd in 0) 
00 
= l. fn(x) 
n=O · 
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waarin voor alle x E: to,· 1] : 
f ( ) _ p-1 ( 2nq (2n+1)q) _ 2nq+p-1 (i q) X - X X - X - X -X > 0. n . ~ 
Op grond van Gevolg 1 is f integreerbaar over [o, 1] (elke f is het 
n 
en de reeks die we nu gaan opschrijven convergeertl en•er geldt: 
J f(x) dx = I f x2nq+p-1(1-x4 )dx = [o, 1] n=O [o, 1] 
co 
= \' (" 1 1 ) 
n;;O 2nq+p - (2n+1 )q+p · 
1 1 1 1 
=---+----+ p p+q p+2q p+3q ••• 
Hiermede·is het gestelde bewezen. 
N.B. Voor p = q = 1 krijgen we: 
-
. . . - 11 _,l_ dx = log 2 0 · .. 1+x 
Voor p = 1 en q = 2 krijgen we: 
1 1 1 J 1 1 ,r 1 - ~ + 5 ... 7 + •. • = O 1+x2 dx = bg tg 1 = 4· • 
2°. Zij {an}:=oeen rij niet-negatieve reele getallen, zo, da.t o.e reeks 
co 
l an convergeert. Dan is voor alle t€ l'R g~d.efinieerd 
n=O 
co a 
·S(t) = l n~ tn. 
n=O • 
Er geldt op grond van Gevolg 1: de functie t..+.S(t)e-t ·is integreer-
baar over [o, co) , en 
_ ~ :J~ an n -t ; 
l -i t e dt -= l an. 




(i) I -1f. tn~-t is voor t ~ 0 een reeks, waarvan de termen·positieve 
0 n. n= 
meetbare functies zijn, en die puntsgewijs naar.S(t)e-t convergeert. 
(ii)De functie fn tH- tne-t is monotone limiet van de rij functies 
die·ieder Riemann-integreerbaar zijn over Co,k], eri:dus·Lebesque-
integreerbaar over m, terwijl voor de Riemann-integral.en geldt: 
Jk f (t) dt ~ f
00 
tne-tdt = n! voor al.le k 
O .n O · 
Volgens de monotone-convergentiestelling is f dan Lebesque-
n 
integreerbaar over [o, 00 ) en 
I f d µ = lim Co , 00) n k-+<io I x r, :, f d µ = lim f k f ( t ) dt = n ! [0,00) ~O,kJ _n k-+<io 0 n . 
3°. Zij q_> -1. Dan is 
,. 
lim fl xq( 1..2S)n dx = J: x'le-x dx .• 
n-+<io O n 
De integral.en bestaan a.ls oneigenlijke Riemann-integral.en, en omda.t 
alle integranden ~ ~ zijn, bestaan ze ook a.ls Le~esque-integral.en 
(vgl. de opgave na stelling 10.3; het volgt ook uit Gevalg 2 na 
Stelling 10.3). 
Definieer fn voor n = 1,2, ••• door 
voor O < x < n 
= .. = 
· voor x > n 
Dan is 
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Hierin is voor elite vaste x ~ 0 
Voorts is voor elke x ~ 0 
0 < f (x) 
= n 




(1-y) 1/y < e-1 ' 
en dus voor O < x < n 
Uit stelling 10.4 volgt nu, dat 
I f (x) dx = f ~;~ n ~,eo] q -x Xe d:x:. 
. a 
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- p.2, 14° r.v.b.: 
met de introductie van de Lebesquemaat op ~, maar zullen trachten 
een stuk 
0 ..... p.2, 9 r.v.o.: 
van die elementen x die tot minstens een der verzamelingen 
A .behoren. p 
- p.2, 6° r.v.o.: 
verzamelingen A behoren. p 
- p.3; 
Def.2.6; _Zijn A en B etc. 
0 
- p.7, 5 r.v.b.: 
Bewijs. Uit de schrijfwijze lim sup E. 
1 




m*= ffi U (+ oo}U (- oo}. 
- p.8, 9° r.v.b. toevoegen: 
( +oo) ( +oo } = + oo 
( _oo} ( +oo } = ( +oo) ( _oo ) = _ oo 
( _oo} ( _oo ) = + oo 
00 
00 
k~i ~ en stelling 2.5 
- p.11; opm: de conclusie µ(E} = l 
n=1 
µ (F ) op r. 6 . volgt ook direkt 
n 
uit de onderste regel van pag.10 m.b.v. de aftelbaar addiviteit vanµ. 
0 
- p.12, 1 r.v.b.: 
Definieer nu 
(ii) 
- p.12, voor voorbeelden op de 9° r.v.o. toevoegen: 
Opmerking Zij C = {1, 2, 3, ••• } 
Definieer op fi(c) de funktie µ door: 
µ(E) = aantal elementen van E 
Dan is µ een maat op fJ (c) . 




Dan is f'\ 1 A = ¢, maar µ(A)= 00 voor n = 1,2, •••• n= n n 
Dus de voorwaarde µ(A)< 00 in gevolg 2 is niet overbodig. 
n 
C) p.19,9 r.v.b. wijzigen in 
overdekking { E. } met E. E.:. R, E C U E. , geldt wegens stelling 3. 3 dat i i i 
- p.29, 30. Het bewijs van st.5.3 kan geformuleerd worden a.v.: 
Bewijs: Daar/\ een a-ring is, zijn de verzamelingen Ben E bevat 
in I\ • De bewering volgt nu ui t de gevolgen van st. 3. 3 en st. 3. 4. 
p.34, 9° r.v.b. wijzigen in 
def r. -k ( . ) -k. ) k. 
van het type Nkj = La + 2 J-1 , a + 2 J voor 1 < j < 2 en j ,k e ·m 
p.34, 12° r.v.b. wijzigen in: 
M. def' , {N I N ,,,, A 1 ..:. J . ..:. 2k} 
-K = v kj kj '- en 
- p.36, de laatste twee regels vervallen. 
- p.48, 50 en 6° r.v.b.: 
EO = { X f(x} =·+ 00 en g(x) =- --<X>-} - ; 
E1 = { X f(x) = - 00 en g(x) = + 00 } . 
0 
- p.50, 9 r.v.b.: 
0 als f(x) = - 00 , O of+ 00 • 
(iii) 
- p.50, 7° r.v.o.: < a i.p.v. <a. 
0 
- p.50, 5 r.v.o.: 
-1 f 
n 
( [ - 00, 
.] ) . ..1,[· 
a 1.p.v.fh \ - 00 , a) ) • 
- p.51, 10° r.v.b.: 
zijn dan zijn ook max 
i=1 ••• ,k 
0 




i=1, ••• ,k 
We hebben A. • = Ak+1 2 . U A. +1 2 .+1 -K,J , J -K , J 
0 
- p. 59 , 1 0 r • v. b • : 




vormen. Dan geldt: 




4- \J' 'ja.J·o} x . { B. "'J T J ' J i.p.V. X €. Y J { B. I a. + o } • J J 
6 e - p. 5, na 11 r.v.b. toevoegen; 
Tenslotte zullen we eisen, dat het volgende verband bestaat tussen 
de integraal I en de maat µ : 
7°. Als EE. :fmet µ(E) < 00 , dan is XE integreerbaar, en 
- p. 66 , 9 o r • v • b • : 
Dus het zijn alle weer meet bare trapfuncties. 
- p.66, 4° r.v.o.: 
twee verschillende voorstellingen van f zijn met µ(A.)< 00 en 
1 
µ(B.) < 00 voor elke i en j, dan is 
J 
- p.71, 11° r.v.b.: 
F 3> E 1 wordt F ::, E 1 
(iv) 
- p.75, na 10° r.v.b. toevoegen: 
Als fE. J+ en 00 inj0 Gevolg {fn}n=1 een rij l.S met 0 < f t f, 
- n 
dan is 
lim I(f) = f- f d µ . n n--+oo 
- p.81, 82: Het bewijs van lemma 8.19 kan korter worden gegeven a.v.: 
Bewijs: Uit 
g-h=g~-h' 
volgt (ook als de functies niet overal eindig zijn) 
g + h' = g' + h, 
en uit stelling 8.16 (2°) volgt dan: 
I g d µ+I h' d µ = I g' d µ + f h d µ • 
Daar deze integralen alle eindige reele ~tallen zijn, volgt hieruit 
I g d µ - f h d µ=Jg! d µ - J h; d µ • 
- p.83, na laatste-regel toevoegen:-
In het bijzonder is f XE d µ = µ(E) als E € :fen µ(E) < 00 • 
- p.84, 2° r.v.o.: 
2°. I fl€.~ en f meetbaar. 
p.92, r.8 t/m r.11 wijzigen in: 
Hierin is f lrl d µ=fr d µ = o, 
want f ; 0 (b.o.), dat wil zeggen: f = lrl (b.o.). 
Volgens stelling 8.21 is 1 XE € .:t,, en volgens 
n n 
(v) 
- p.95, 96. Het bewijs van stelling 9.1 kan karter gegeven warden a.v.: 
B!:wij s: Iedere functie f : IN ➔ JR kan geschreven warden als 
00 
t = l f(n) x{n} ••••••••••••••• (1) 
n=1 
Integreerbare trapfuncties zijn juist die functies van de gedaante(1), 
waarvaar geldt: 
f(n) f O vaar slechts eindig veel waarden ·van n 
( { nc 1N I f(n) :j: O} hee:ft een eindige maat). 
Indien f € 'J , dan is valgene de-finitie 8.6: 
a 
00 
I(f) = L f(n) (wantµ( {n}) = 1 ). 
n=1 
Zij f * ., IN ➔ IR za, dat f .:, 0, f averal eindig. 
n 
Zij f 
n = I k=1 f(k) X{k} 
en bavendien is 
n 
I(f) = 
n 'i k=1 f(k) 
vaar n = 1, 2, ••• 
(in feite is f (1) = f(l) 
n 
voor alle n.:, 1) 
(nc. TN). 
Als nu gegeven is, dat fe:f\ dan valgt uit lemma 8.13 (zie aok het 
gevolg aaarna) onmiddellijk, dat 
I f d µ = lim I ( f ) = lim I f ( k) • • • • • • • • • • ( 2) n+oo n n+00 k=1 
00 
In dat geval convergeert dus de reeks I f(k), en zijn som 
k:;=l 
is I f d µ . Omgekeerd: is de convergentie der reeks gegeven, dan 
blijkbaar de rij { I (fn) }:=1 begrensd, dus is f€:'J+ volgens 
def .8. 12. 
is 
(vi) 
Voor functies f > 0 hebben we nu aangetoond: 
f € ~ H 1 ° en 2° zijn vervuld. 
Bovendien volgt ui t formule ( 2) , dat voor f ~ J+ geldt : 
f f d µ = I f(k). k=1 
Voor willekeurige functies f: IN + lR* geldt nu (gebruik stelling 
8.22): 
I f I is overal eindig Hf is overal eindig 
00 
l I f(k) I convergeert. 
k=1 
